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Jler um das Stadium der Mathematik sehr verdiente Meyer Hirsch gab 
im Jahre 1810 die erste ausführliche Sammlung yon Integral -Formeln her- 
aus, welche als ein brauchbarer Anhang zu den Lehrbüchern Anerkennung 
fand und deren Auflage jetzt seit mehrem Jahren yergriffen ist. Bei Aus- 
arbeitung dieser neuen Tafeln ist der im Unterrichte bewährte, auf stufen- 
weisen Fortschritt vom Einfacheren zum Zusammengesetzteren gegründete 
Plan der früheren Tafeln im Ganzen beibehalten worden, jedoch mit wesent- 
lichen Abänderungen, nämlich: 

1. Das den Tafeln zu Grunde liegende System von allgemeinen Formeln 
ist in seinen einzelnen Gliedern mehr entwickelt und in das Ganze yerwebt 
worden, indem theils jeder Tafel die ihr entsprechende allgemeine Formel, 
nach Umständen in mehrem Gestalten, vorangestellt ist, fheils die mehrere 
Tafeln zugleich umfassenden Formeln an den gehörigen Orten eingeschaltet 
sind. 

2. Die Zurückweisungen von einer Tafel auf die andere sind auf ein 
geringeres Haass beschränkt worden, um überall, so lange nicht allzu grosse 
Weitläufigkeit entstand, vollständig ausgerechnete Formeln vorzulegen. 

3. Integrale, welche durch sehr nahe liegende Substitutionen in andere 
einfachere übergdien, sind unter der einfacheren Form aufzusuchen. IMes 
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-X— *9x 



ffill namentlich von den Formen /^ ^ , . 

c/a-#-bx"' */a-i-bx"-f- ex 



- f- 



x»-*9x 



2a 



in der ersten 



Abtheilung, welche man nur dann unmittelbar in den Tafeln findet, wennm 

xöx 



und n keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; so dass z. B. f- 



a-f-bx* 



in 



öy 



9x 



öy 



der Form \ f- — ^, f—. — ^r— ir in der Form xC— — ^^-— u.s.w. ge- 
'*/a-f-by*' «/x(a-*-bx*) -^yCa-i-by) * 

funden wird. Durch diese Unterscheidung werden viele störende Wieder- 
holungen vermieden. 

4* Mehrere Tafeln über bestimmte Integrale und andere wichtige, erst 
in neuester Zeit entstandene oder verbreitete, analytische Entwicklungen 
sind in der vierten und fünften Abtheilung hinzugefügt worden. Hier konnten 
auch die Beweise der Formeln nicht, wie in den anderen Abtheilungen — 
wo sie nämlich durch Differentiation der Integrale sich von selbst ergeben — 
übergangen werden; doch sind sie möglichst kurz gefasst worden, uni die 
tabellaHsche Form, so weit es anging, auch hier zu bewahren. 

Diese iF'orm hat ihre ei^enthümlichen Vorzüge, indem sie ohne viele 
Worte die Sache selbst isprechen lässt. 

Zu den Vorkenntnissen, welche nöthig sind, um den Entwicklungen 
der Tafeln überall zu folgen, gehört besonders auch die Zerlegung alge- 
braischer gebrochener Ausdrücke in einfache Brüche, mit welcher man sich 
nach Anleitung eines guten Lehrbuches ganz vertraut machen muss. 

Bei Aufstellung der Integrale ist die wOlkürliche Constante, als sich 
von selbst verstehend, überall weggelassen worden. Bekanntlich ist bei der 
Bestimmung derselben- einige Vorsicht nöthig^ auf welche hier wiederholt 
aufmerksam zu machen nicht UQjQutz scheint, da über diesen Gegenstand in 
manchen Schriften sich noch Missverständnisse kundgeben. Hat man nämlich 
durch Integration {gefunden y}(x)dx =? f<x)+Const^ so ist nach der allge- 
meinen Regel /^f(x)9x ^ g>(x) — 9<a); oder, wenn auch für die Grenze x ein 

bestimmter Werth gesetzt wird: y f(x)9x = <p(b)— ^(a). Diese Werthbe- 
stimmung ist rid&tig, wenn auf der ganzen Strecke von.x s a bis z s b die 
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Fandion ()p(x) stetig fortgebt; wird aber diese Bedingung nicht erfüllt, so 
muss die Fonhel so geändert werden, dass die Stetigkeit des von a anfan- 
genden Integralwerthes, so lange solcher überhaupt ein bestimmter Is^' 
nirgends unterbrochen wird. Es sei a < b und c ein Werth von x zwischen 
a und b, bei welchem die Function ^^(x) eine Unterbrechung der Stetigkeit 
erleidet, bei welchem also die DiiFerenz q)(c-hy)^(p{c'^u)i wenn die 
positiven Grössen u und v kleiner als jede gegebene Grösse gedacht wer- 
den, um eine endliche Grösse von Null -verschieden ist; 'so ist der wahre 

Ausdruck für das Integral f f(x)8x, in so fem die UnterbredhWng der Stetige 

keit von q>(x) bei c die einzige zwischen a und b ist, die Grenze, welcher 

^ch für unendlich abnehmendepositive u und v die Summe^^^ "f(x)9x+y {(x)Qx 
nähert, oder es ist - , - 

A(x)9x = 9(b)-y(a)— [^(c-f-v) — 9i(c — u)] für u «» , v « 0. 

Da z.B. logx bei X s±5 unstetig wird, so ist, wenn a und b positiv sind, 

f — ea I H I — a log — für u » 0, V » 0; also ist dieser 

m X m X t X 8V 

Integral -Werth gänzlich unbestimmt. Yergl. das Handbuch der DüT.- und 
Int.-Rechnung vom Herausgeber dieser Tafeln, S. 161 bis 164. 

An verschiedenen Stellen sind die den trigonometrischen nachgebildeten 

hyperbolischen Functionen gebraucht worden, nämlich der hyperbolische 

Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens von x, bezeichnet durch @{nx, Scf x, 

e* I e~* e* — • e"** 
JEangx, Gotangx. Man hat bekanntlich: ßofx» ~ , @inx<» — , 

ZattQx » ^ig, «ötanflx « |^. Ferner «reu« (®inu«=x) oder «rc. 
@inx « iog(x+VJ?+T) = r* ^' , , arc 6öfx » log (x + J^FITi) 

J'" öx «, «, ,, 1 + X /^ 93 



X«' 



x-#-l /"* öx 
airc. ^otanfl x « J log j^--j = I ^^ 
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Die sonstigen Bezeidinnngen sind die digemein i2bliclien; abo nament- 
lich: das ProduGl 1.2.3*4....*n » n!, der Binomialcoef&cient 
ni«ni— l.m— 2 m— n-i-l 



1. 2. 3. 



n 



m„; mithin (— m)„ = (— i)»(iin-n— 1)„. 



An einigen Stellen ist ffir ein Product aus n Factoren die Bezeichnung 
durch IZ gebraucht, wonach Ilf(v) « f(l).f(2).f{3)....f(n). 

Die Summe f(0)+f(l)+f(2) + ...* + f(n) ist durch ^(v) bezeich- 

net; in dem Atocbiiitte Aber Summation d^ Progressionen (vierte Abtbei- 
lung) ist jedoch diese Bezeichnung so zu verstehen, dass das letzte Glied 
f(n) von der Summe ausgeschlossen bleibt. 

logx bezeichnet den natürlichen Logarithmus von x. e und n haben 
die gewöhnlichen Bedeutungen, also 

e =» 2, 718281828459.... « « 3, 1415926535897.... 

Für y.^! ist die Bezeichnung durch i gebraucht. 
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Tafel I. 



a + bx. 



Allgemeine Formel zu Tafel I bis VL 
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Ffir V es m — |Ci + l verwandelt sich das entsprecbende Glied des vor- 
stehenden 'Integrals in: m;._i • (— a)"~'^MogX. 
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fBx 



(Ai-l)bX 
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8 Erste Abtheilang^. 



Tafel n. 



a + bx. 



/ x*8x ^ ^r 1 2a a' l 



/ x«8x 



A[^«2aX + a«logX]. 



J^„^[x-2a,ogx4]. 

/x*8x 1 r V . 2a a* T 
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" Sa'X" ' 2a'X' ' a'X OaV ' 5a'i' 2a'x''^aa'x' 2a'i> 
.59b' 84b' X 
* a'x a" '"* X ■ 


JÄ 


• b' . 7b' . 14b' . 84b' 1 . b 15b' 36b« 
~ 4a'X' ' Sa'X- ' a'X' '■ a'^X" 6a'x' ' a'x' -4aV '-Sa'x« 
35b' 12«b' 210b'. X 
a'i' "^ a"i a" "* x ' 


ßx- 


b« 7b' 28b' 42b' 210b' 1 6b 21b» 
"WXt + 4i*+3?JP+7^-^TPX-äiV+5P?-4SV 
. 56b' 63b' . 252b' 462b' i X 
+ 3.'x' a"x'+ ."x a" '»« x ' 


M 


b' 7b« 7b' 28b' 105b' 462b' 1 7b 
- 6a'X' + 5.'X' •-.■X' + .-X' '-a"X« '" ."X flaV '"S.'x* 
7b' 28b' i05b' 462b' 924»', X 
a'i'"^a'«x« a"x' »■ a'«x a" "^ f ' 


JÄ 


b' 7b' 28b' . 21b' . 70b' . 231b' . 924b' 1 
~ 7«'X''*"6a'X' ' Sa'X- ' a"X' ' a"X« ' a'^X« ' a"X " 6a'l' 
. 8b 9b« 40b' 165b' 792b' 1716b' ._ X 
*5a'x' a"x'"^a"x« a"x« ' .'«X ■ a» '"« i ' 



ao 



Erste Abtheilung. 



Tafel XIV. 



a + bx*. 



'j- 



Reductiotisformeln : 



ß 
ß 



2ft — 
2/ii X^ ^ 2(1» 

'"'-' 0* - JX 



X 






dx 



X'^* 2/«a;äO*-l)va''X''-' * 



^ J 



8^ 
X 



l-v— " -rT^ArcTangxl/E. , wenn a and b positiv sidd. 

C^x 1 ■ ys'+xVn; .,. , ,. . ,^ 

l^y— «* ,y -I log ^-=^ — i= , wenn a ppsihv, b negativ ist^. 

J ^ 2K— «b J'a — xK— b 



/ X« - 

/ "ex 

J X* '^ 

J X» - 



2aX" 

X 

iäx* 

X 
X 



1 /*8x 
2aJ X 



3x 
8a»X"*^ 

5x 
24a»X» 

7x 



3 fdx 
8a»J X 

5x 
^löa'X"^ 16a[/ X 
35x 35 X 



5 fSx 

16 a^ X 



f X« 

Vax 



35 Tax 

128 a^ X 



8äX« ^ 48 a»X» "^ 192 a'X* "^ 128 a* X "^ 128 a^ X 

X 9x ^ 21x 21 X 63x _63_ Töx 

10aX»'^80a'X*"*"l60a»X»"^128a«X»'*"256a*X"^256a[/ X * 

X llx 33 X 77 X 77 X 231 x 

12aX*'*" 120a»X»"*" 320 a''X«"*"64üa«X»"*" 512a» X»"*"l024a*X 

231 rsx 



f 



öx 

^8 



ß 



1024 a« F X 
X 13x 



143x 



429 X 



143x 



143x 



14aX' ^ 168a»X« ^1680a«X»^4480a«X«^ 128üa»X»^ 1024a«X» 
. 429x 429 Töx 



2048a'X^ 2048a'/ X 



ß 



*) Diese Formel kann aach 80 geschrieben werden : /-^ 



8x 



oder auch 



■■/- 



dz 



1 



y:^ 



= 9Crc. (Soid 



xVEl. 



1 



tCtc. S^ang 



xi/:5. 



Integrale rationaler Functionen. 



21 



^mtmt 



a + bx*. 



/V8x^ 1 Chx a/* 

/x'Sx^ 



af8x 
b/x"** * 



2ftbX'' 2Mb/ »* 



1 fhx 



Tafel XV. 



X a /*8x 

b b;; X 



X 

b 



/- 
/- 
/- 
/- 

/ x*8x _ xr 1_ 
X» ~ bL 8X* 



x*8x 
X» 

x*8x 
X» 

x«8x 



1 / ^8x 
2bJ X 



X 

b 

X 

b 



L 4X*^8aXj^8ab/ X 



L 6X' 



SaX. 
1 



24aX» ^16 
1 5 



1 -] 1 r8x 

a'xj'^löa'b/ X 



X 

b 



8x 



/x*8x 
X' 



/ x*8x 
X« 



xr 1 

bL lOX»" 

256 a*b^ X 

bL 12X» ^ 

21 T , 

1024a»xJ " 

bL wx» 
11 



48aX«^192a»X» 
1 7 



128a»X 
7 



SOaX* "^ 480a»X« ^ 384a*X 



:J^128a»bJ J 
*'256a«xJ 



120aX» 
21 



1024 a 
1 



_Chx_ 



320 a»X* 
8x 



640a*X« ^ 512a«3P 



11 



33 



11 



lOSaX* 
33 



1024a»X»^2048a«XJ 2048a«b/ X 



] 



1680 a»X» ^4480a«X*^ 1280a« X* 
33 /'8x 



iP 



a Erste AbtheiloQg. 



Tafel XVI. 




/x*8x xr a 51.3/* 

X» " b* L4X» 8Xj ■*■ 8blf 

/ x«8x xr a 7_ 1 T 1 föx 

X* "■•b«L6X« 24X»"'"l6aXj"*'l6ab[/ X " 

/ x«8x X ra _3 1 _3_1 3 /*8 

X» " b» Lex« 16X« "*" 64aX» "*" 128a»xJ "^ 128 a» b*J J 

/ x«8x xr a _ Jl_ 1 1 3 1 

X« " b» LlOX» 80X* ■*■ 160aX« "•" 128a'X» "*■ 25ea»X J 

3_rßx 



256a»b!/ X 



/ x«8x _ X r_5_ 13 1 7 7 

X» ~ b* Ll2X* ~ 120X» "*■ 320 aX* ■** 192üa«X» "*■ 1536«"X' 



7 1 7 /'&x 



i*xj "^ lD24«^b[/ 



/ x*8x X r a 

X* " b« Ll4X' "" 



1024a' ^ 

9 



SaX*^ 560 aX» 4480a*X* ^ 1280a»X» 
9 T 9 /'Sx 



1024a*X» • 2048a'XJ 2048a 



J^2048a»b^ 






Integrale rationaler Fimetianen. 2$ 



Tafel XVn. 



a + bx*. 



J x'&x 1 rx^Bx a Cx^hx 
x'8x ^ xr a^ (4^-f-l)a 4^*-2^ + 3 " j 



/- 






2V(M-l)(A*-2)b« /x'-« ' 



X "■ 5b ""Sb»"^ 1^~V ^ 

/ r»«8x « rbx* aLl^5a«r 

/ X« " b»L 3 '^^ 2Xj"*'2b«/ 

/ x*8x ^r _^ 9a T 15a /"Ox 

X» "■ b«L""4X»"*"8X'^*J~8b;;/ X 



9x 
X 

8x 



X 

'*8x 



/ x*8x iLf-J?!- 1^ 11 "1 5 /'8x 

X* "'b'L 6X»'**24X» lexj'^'ieb^ X • 

/ x«8x x^r a^ 17a 59 5 f 5 /* 

X* ■ b»L 8X«"*'48X* 192X*'^128aXj"*'l28aby 

/ x*8x' xf a* . 21a 31 1 3 

X« -^ 



8x 



— r « 21a 31 1 ,31 

b» L~ lOX» "^ 80X« 160X» "*■ 128aX» "*" 256a»xJ 

3 rsx 



.•b^ 



/ x*8x x_r a* 
"X»~"" b»L~i25 



256a*b»/ X ' 

5a 9 



12X« ^ 24X» 64X« ^ 384aX« ^ 1536 a*X» 
5 



/- 



J 5 Ax 
■*"l024a»b^ X • 



1024 a 
x*8x X r a» 29a 37 i . 1 



iLf-JL- 29a . 37 i 1 

b« L 14X» "^ ,168X« 336X» "*" 896 aX* "*" 768 a*X» 

8x 



3072a»X»^ 2048 a 



1, 5 r 

«Xj"*" 2Ö48i«Ey 



24 Erste Abtheilnag. 



■■■■BBBBH^^ 



Tafel XVIU. 



X a a-t-bx*. 



/ x'8x 1 fx*bx a f 



x*öx 



/- 



x»8x _ x r a« (6AtH-l)a» . (lV-8i» + 3)a 

b* Lo/zX'' 



X^** b*L2^X'' aX/t-DX"-» 2V(^-l)(ft-2)X'-* 

SjM' - 20^* + 18 ft -f- 15 1 105 rSx 

2V(A» - 1) (^ - 2)0« - 3)X'-^J ■*■ 2V(f* -1)0*- 2)(ft - 3)bi; X""« ' 



8x^ 
X 

8x 



X 

8x 



/ x'8x ^_H1 ^ «!£ a*/*8x 

X "7b ob«"*" 3b» b« "*'b^ X * 

/ x*8x fL_2a^ 3a^ a»x 7a* ^ 

X» " 5b« 3b» ■** b« "*■ 2b«X~ 2b^ 

/ x«8x j^ 3ax 13a«x a*x 35a* f* 

X» "" 3b» b* 8b«X ■*■ 4b«X» ■*" 8b*J 

/ x»8x x_ X r a« 19a* 29 an 35a /^ 

X* "b*'^b*L6X^ 24X»'*"l6Xj 16b^ 

/ x'8x xra» 25a* 163a 93 T j 35 f 

X» " b« L8X* 48X» ■*" 192X*~ 128xj "*" 128b;/ " 

/ x*8x xra» 31a* 263 a . 121 _Z_1 . __Z_ /!?? 

X» " b« LlOX» 80X« "*" 480X» ■"384X» "*" 256aXj'*'256ab;/ X ' 

/ x»8x xra« 37 a* 129a 377 , 7 7 l 

X» "" b« Ll2X» ~ 120X» ■*■ 320X« 1920X»"*' 1536aX* "*" 1024a*xJ 



X ' 

"8x 



>AeL*b*J 



dx 



/ x»8x x p a* 

X» " brüiX»" 



1024a»b« / X . 

43a' . 107a 127 



168X» ^ 336X» 896X« ^ 7688X» ^ 3072a»X» 

5_ 1 5 /'8x 

2048a< 



•Xj^2048a»b;/ 



IntegFtle rationale Funetionen. 
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X «t a + bx'. 



TiMWL 



J- 



s 



x'»dx ^ 1 /'x*8x 
X^* "b./ X" 



1 /*x*8x a /Vöx^ 
bj X" V X*^* 



x'»9x 



b»L 



a' 



(8^ + l)a» 



(24^' - 18^ + 3)a* 



X**** b»L 2a«X'*"^ 2V(A»-1)X''~* 2V(^-1)(^-2)X''-* 

(32^*- 84ii**-t-64itt-H5)a 16iti*-88^»-<-164ft*-62/<-t-105 1 

2 V(^ - 1)0* - 2)(A - 3)X''-^ 2V 0* - 1) (^ - 2) 0* - 3)(At - 4)X''-*J 

945 Ax 

"*" 2VCit - 1)0« - 2)0* - 3)0*- 4)b7x'^ ' 



ß 

ß 
ß 

ß 
ß 



x"8x 



X 

["8x 
X* 

'x»«8x 



X« 



x"8x 



x»«8x 



X* 



x ^»8x 
X« 



x"8x 



X» 



/- 



x"Öx 



ax^ 



a»x» 



a«x» 



a< 



Ob 



7b»" 

X* 

5b» 

X* 



7b*" 

2ax* 
■ 5b» 

ax» 
" b* 

4ax 



5b» 3b* ^ 
■a*x»- 4a»x 



t* f'Bx 



a'x 
2b»X- 



9a 
2b 



6 



3b* 

X - 



IX X r a* 



25 a» 55 a' 



X r a* 
b»L8X*~ 



IIa» 
16^ 



24X» 

105 a« 
64X» 



i«r8x 

63 a» /*8x 
8b»^ X 

55a» -I 105a» r 
löXj"*" 16b»J" 



X 

'8x 



a' 



10X»"*'80X'' 



41a» 171 a» . 149 a 



f 



193 1 63 ß 

' 256Xj;*"256b»/ : 



f[- 



a< 



12X» 
21 



+ 



49 a» 



1024 ab' 



/ 



120X» 
8x 



160X»^128X» 256XJ" 256b' 

253 a» 1429 a 491 21 -] 

"32ÖX*"*'l920X» ~1536X»"**lö24axJ 



f[- 



a< 



19a» 351a» . 2441a 



253 



14X' 



9 

2048a 



n\ 



56X» 
9 



560X»^ 

'8x 



4480X* 1280X«^l034aX» 



2048a«b 



ß 



3« 



ErslQ AblheUnng. 



HB9H 






T^teliPU 



a-f-b^. 



Allgemeine Foraeln zq Tafel XIY bis XDL 

Redactionsformeln : 

x^Sx ' 1 rx2«-29x 
b 



/- 
/- 






X'^* 



1 Px^^^öx a fx^-^bx _^ x'»— ' ^ 2m-l /*x»— »Qx 
b/ • X" ... bj X»^* ~ 2^bX''"t 2b/« J X" 

1 r(X-a)"8x l!S« ^^ r 8x 

b^f x"-' b=^ä -''^"Vx^^*=^ • 



/ x*"8x 



(-1)- 



"'«„a"-'^* 



"Jj 



9x 



Die Coeffidenten oq «i .... o^i ^ ergeben sich aus folgenden Glei- 
chungen: 

2/*«, - 1 ; (2<*-2K-(2itt-l)«, i» -r mi ; (2/tt-4)a»-(2/M-3K « "»»; 
(2itt— 2v)a»— (2iit— 2wT*'l)ay-i =» (— l)"«», fir »«- 1, 2, 3,....,« — 1; 

. 1. 3. 5. 7. 2m — 1 • ^ (m-.^)„ . . 

2''fi(ft-lKf»—2)-"-(ii-m-fiy, ^« *... 



ß 



Diese. Formel gilt imr, wenn ^ + 1 >in. - Die folgemde gilt in aHep 
Fallen, wenn m und fi positive ganze Z^len, Nidl nicht ansgescUossen/ 
bedenten« > ' ,. ' \ 



/- 



x^".ax 



y=iB— /t— 1 



(-lKa■^yXa"x^'■-»■"^^ •.. (-D-xS'^*«,«'»-^! 







x'^t: 



wo 2fiao = 1 und allgemein (2^ — 2vK— CZ/t* — 2i' + lX-i =» (— ly«,,, 
für V =* 0, 1, 2, •••• ^ — 1; pder aucb 



A=:V 



(2iti - 2i/)a» 



(-iy(A^-^-i)v-Am^, 



M> 



(fi — A)v-A 



; mid y 5s a^^.-hC-iy'm;^. 



Anmek'kQiiff. Integrale von der Form / '- y^nvtindfila siA darob Ein- 

• — '^ nad finden sich ia dieser Fonaanf Tafel Ibis VI. 



Integr4ile raUonalor Ftttt«tionen. 



■■■■ 



n 



am 



tt + hx\ 



mA XXL 



£ 






i; x*xr "'%) 



8x 



X"*' 



9x 



xX*^ 



«^■*-*x 



bx 



»tt-i 



ß» 



a'X^ 



■ by /*8x 



Die Coefficien(ea /j^, /^ .... ^^_i «id y etgtbeit aick am den Glei- 
chan^enx . * 

Ä = ^; (2^-2)Ä-(2/t-l)/3'o«lV»ngem.(2Ai-2«')^v-^2.a-2»+I)/*^i-l, 
iur y a 1, 2, 3, . . . . /m — 1 und y a /?^-i + 1. 






Sx 
i?X 

dx 



x»X» 

Öx 



J f8x 
x«X« - 



x^X» 

8x 



1 b r^x 

ax a / X *. . 

1 bx '3b f 
a'x 2«»X 2a^ 

1 bxr 1 7 1 

Ä»x a» L4X» "*" 8aXJ 



8x 
X 



15b /^8x - ■ 
-8a»J X- 






x*X* 

8x 



x»X» 

8x 



i. bxr 1 

~a«x a'LöX» 

J bxr 1 

~ a»x a» L8X« 



11 



24 aX» 16 a 
5 41 



19 1 35b /"Sx 
Ja«Xj 16a^ X 



1 _bxr 1 . 19 
a'LlÖ^" 



16aX»^64a»X»^128a 
71 - 103 



187 - | . 315b fbx 
28a»xJ'"l28a[/ X ' 



437 



a<x 
693b 



8QäX* 160a»X*- l28ia»X» ^ 25öa 



♦xj 



f8x 
Jx'X» 



_ 693b f 
256 a^ 



dx 



1 b*r 1 . 23 ■ 109. , .361' 439 

a^" a» Ll2X« ■*■ 120aX» "*" S20a'X* "*" 640a«X«. 512a« X» 

1979 

"'mSit 



d 3Q03b y*8x 
1024a;/ X 



4« 



28 Er0ie Abiheiluag. 






Tafel XXn. 



X im a+bx*. 



r 8x l/*Öx i) r 8x 

/ • 8x 1 Ot+i)b . b*x^-^ /s;. bv rex 

Jl^Jr^'^aa^'V^ a^ ■*■ a' ;ä a-y-' ■*■ iry X * 

Die Go§fficieiiteB ergebea siA aus den Gleichungen: 
2(ißo = 1 und allgemein dfi -2v)ß, — (2fi- 2v + l)ßy-i — v + 1, I8r 
. » = 1, 2, 3, /* — 1 ; y. — Ät-i +/* -*- !• 



dx 

IT* 

"8x 



fdx i_ ^.^r 

J x^X " 3ax'"*"a»x"*"ai/" 

/'8x 1_ 2b b'x 5b« f 

J x«X» " 3aV "*" a»x "*" 2a»X "*■ 2ay 

fBx 1_ 3b^ b*xr 1 11 -1 35b* TSx 

^ ?1P " ~ 3a»x» ■•■ a«x ■*" a» L4X* "*" 8aX J "^ 8ay X * 

/ ^8x 1_ 4b b*xr 1 17 41 l 105b* /* 

Jx^X*" 3a*x« "*■ a»x "*" a» Lö X» "*■ 24aX* "*" löa'xj "*" 16 a»^ ' 

fBx • 1 5b b*xr 1 23 . 259 515 f 

^ X* X» " 3a»x« "*" a*x ■*" a» L8 X* "*" 48aX« ■*" 192a»X? ■*" 128 a* xj 
■[ 4155b» /^8x 



8x 
X 



128a« / X 



J]hx J|_ 6b b«xr 1 29 443 827 

x*i? "" ~ 3a»x» ■*■ a'x "*" a* LlOX» "*" 80aX* "^ 480a»X» "^ 384a* X* 



i7_-| 3003 b* f 
1*XJ"*" 256a'^ 



146 7 1 . 3003b* / 8x 
256 a 



J *8x 1 7b . b*xr 1 7, 45 571 

x^X» " "* 3aV ■*" ?x ■ a* Ll2X* ■*'24aX» "*■ 64a*X* "*" 384a* X* 

4775 7847 - | 15015b* r8x 

1536a*X» ■•■ 1024a»xJ "•" 1024a*^ X * 



fc 



Integrale rationalar FtmclioneB. 29 



X*a-»-bx*. 



Tafel XmL 



i 



Jx'nr^ ""«/»'X" »/x«X^»* 



■OnH-l 



Öx 1 .(t* + i)h (fi + 2),b* b*x!3'-» ß, 



x'X"** 5a^x* 3«^*Y a^x a* 5i a'X""^ 

dx 






X. 

Die Coefficienten ergeben sich aus folgenden Gleicbnngen: 

2t*ß» ■> 1, und allgemein (2/i — 2v)ß, — (2f* — 2v + i)ßy-i a (v + 2),, 
far v «a 1, 2, 3, j»— 1 ; y — /?;,-i + 0* + 2),. 



rOx 1 _b b^ h* f9x 

J x*\ " 5ax»'*"3aV a*x~a^ X * 

fdx 1 2b 3b* b'x Tb'/* 

^x*X» °" ~5aV*'3a»x« a*x 2a*X 2a|/ 

rSx 1_ _b 6b^ b'xr 1 J5_-\_63^r 

Jx«X» " 5aV"*"a*x* a»x~ a* LiX»"*" 8aXj 8»*J 

fBx 1 4b 10b* b*xr 1 23 71 1 

Jx'X*" . 5a*x» ■*■ 3 a»x» "■ a*x a* LöX» "*" 24aX» "*" 16a*Xj 



dx 
X"- 

"öx 



_ 231b» r 
16 a*^ 



öx 
X 



rsx 

■ - ■ ^ I. ^s ■■■■ 

Jx*X» 



1 5b 15b* b'xr 1 , 31 443 

5a»x» "*" SaV a'x a* LsX* "*" 48aX' ■*" 182a*X* 

1083 1 3003b' Töx 



^1 3003 b' r 
XJ 128ay~ 



128a»; ^ 

39 753 



J ^öx 1 2b 21b* b'xr 1 
x'X' " 5a'x» "**a'x' a^x a* LlOX» 



80aX* ' 480a*X' 
571 3633 1 9009b» /'Öx 



128a»X*^256a 



3 1 9009b» f 
♦XJ 256 a'^ 



■BBB^^BHi^BBBK 



30 



Brste Abtheilnng. 




L 



Die CoSfficienten finden sich ans folgenden Gleichungen: 
2nß^ « 1; und aUgemeia (2^ — gv)/?» — (2/* — 2j' + 1)/?,^i ■■ (v 
fBr V = 1» 2, 3, •••• ^-1 ; y = /?;.-i + 0* + 3),. 



3)., 



/. 
/. 
/. 
i 



8x 
x»X 

9x 



b« 



x'X* 

x'X» 

8x 
x»X* 



7ax' 

1 

7a V 

1 
'ZaV 

1 

7aV 

42gb 



fax 

^x»X» ~ 

/*8x 
^x«X« 



lea' 

1 



^J- 



5a»x» 

2b 
5a»x» 

3b 
;5a*x» 

4b 
5a»x» 

8x 
X 

b 



3a»x» 

b» 
a«x»"^ 

2b' 
■a»x»" 

10b* 
3a«x» 



a* 






4b« b«x 



a*x 



10b 
a'x 



3 



2a»X 
b«x 



9b 
2a 



:« f 8x 



14 S 



20b 
a*x 



3 



8»L4X» 

b*xr 1 
*" Lex» 



19 

8älC 



1 Ö9M/'l 
J'*"8a«J': 



8a« 

109 

24aX''^16a» 



29 



'Xj 



5b* 35b» 



7aV 5a*x» a'x 

1955 1 . 6435 b 
■l28a» 

1 



a 



6b 



128af 
7b» 



-J 



Jx»X' 



7aV Sa'x* a»x» 

1021 7543 1 

**128a»X»"*'256a«xJ 

_±_.Jh 28b« 

'■7aV 5aV 3a»x»^ 

10439. 23879 

*" 1920a» X»"*" 1536 a«X 



a»x 
8x 
X~ ' 

56b« 
a'x 



b*xr 1 13 
a» L8X*"*"l6aX« 



225 



64a*X» 



b^ 
a» 



Liox» 



49 



1143 



21879b « r8x 
256a' 



84b 



a'*x 



» b'x 



i» Li2: 



80aX* 480a* X» 



59 



577 



a» Ll2X«"*' 120aX»"^ 320 a'X^ 

8x 



)*r8x 



Integrale 



Functionen. 



31 



a+bx*. 



TäM XXV. 



ß 



8x 



10 v/t-«-l 



l fSx b f 



8x 



X X'^* ' 



8 



ß 



9x 



(u + l)b 0* 



x''xr* 






a' S a'X 



VY/t— V 



Sa" ~x 



2),b' (|u + 3% b« _ 0* + 4Xb« 



.M^^* 



rf'-^^x 



b' Tax 



Die Coefficienten ergeben sich aus folgenden Gleichungen: 

/?, Ol j- ; «Dgemein . (2/« — 2»)/?,, - (2/4 — 2»» -t- 1 )/ff»-i = ( v + i)« , iur 
» => 1, 2, 3, •••• i» — 1 ; y ■■ Ä.-1 + 0* + 4)* • 



rsx 



b» 



iS 



J *8x 
x»»X 



9ax« 

1 

9aV 

i 

9a»x» 
143b 



7aV 

2b 
7aV 

8b 

.4«7 



5a»x» 

3b' 
■ 5aV 

6b« 



3ji«x« 

4J>'' 
3a*x» 

iOb« 
7a«x' 5a*x» '^aV 



b^ b^Töx 
a^Jt^a^/^lF' 



5b^^ b»x_^llb 
a*x 2a*X 2a' 



Hb*/* 
2a«J- 



»X 



15b« b»xr 4 23 -1 
a'x a* L4X? ^ 8«X J 



143b* r.Qx.. 
•8a'J X * 



fax 



4b 2b» 20b» 35b^ 



35 



röx 

Jx-X 



9a*x» 
J55 
lÖa'X 

1 



7a»x 



t-wl 



aV 



3aV 



a*x 



b»xr 1 

a* Lex« "*" 24aX* 



] 715b* P 
16a«J 

5b 3 b' 



8x 



70b« 



a'x» 



9a»x» 7aV 
955 . 3195 



35b» 

3aV a^ 
12155b» rsx 



xr 1 

• Lex* 



b^x 
a 



47 



48aX» 



Jx^'X' " 



192 a»X»^ 128a» 

1 6b 21b* 

9a»x» "*■ 7a V 5a»x» 

1613 4973 

480a»X» ■*■ 384 a»X» "^ 256a 



d 12155 b» rdx 
128 a»^ X 



128 a» 

56b' 
3a« 

13933 1 46189 b< 



;b» 126 b« b»xr 1 
i»x» a"x " a» LlOX»"*" 

33 T 46189b» fBx 
«Xj 256a"J X • 



59 



80 aX« 



■■■ 



82 



Erste AbtheUnng. 



Tafel XXVI. 



X aaa-i-bx*. 



Allgemeine Formeln zu Tafel XXI bis XXV. 

Öx 



Rediictionsformel 



■f. 



8x 






8x 



Kfx^'X'^' ' 



S. 



8x 









für V ■» 1, 2, 3, •••• ^ — i ; y «■ /?;t-i + (in + /* — !)/.• 

Unabhängig von den Torhergehenden Coefficienten wird /?y ausgedrückt 
durch die Formel: 

• ^ 

^(m-f-A-D^Oi-Z-öv-A 



(2fi - 2v)/?v 




(^— A)>^;( 



dx 



Anmerknog. Die Formel Z-^-^^^—j Terwandelt sicli für x> 



X in 



.Ol-f-l 



nnd findel pich in dieger Form auf Tafel YII bis XIIL 



Integrale nitioiial^ Fonctioneii. 



SS 



a + bx*. 



Tafel XXVn. 



*A 



e und b positiv oder negativ, Vg- ta k. 



fix 



ftix 



3ft — 



1 Tax 



v=a-l 



iV 



S/xaX" 3/wa 
(^ — i)v . 0* — 



X?**» 3a^^^(^_yyx'-' 






/8x k ri , ( x+k)« .„ . _ xV3 T 

T " 3liL2'"g x'-2kx.4.k' +^^3.ArcTang^j^J . 



/ 



8x 
X» 



3aX 



3aJ X. 



/9x »r 1 ■ 5 1.5 r^x 
X« " a Lex» "*" 18aXj "*" 9a^ X 



Tax xp 1 

J'W " bLqx« 

/9x^ 
x» • 



/8x xr 1 
X« "^ aLiSX» 



xr 1 

aLl2X* 

XI 

a 



18aX. 

4 
27aX» 

11 



20 1 40 fBx 
81a*xJ"*'81a^ X 



11 



55 



1 110 /*8x 
Ü 243a^ X 



+ 



108aX« 81a»X* ^243a»XJ ' 243« 
7 77 154 154 



+ 



+ 



X 

308 



/8x^ 
X' 



90aX* ^810a»X»^ 1215a»X»^729a 

17 119 1309 
aLl8X« ^ 270aX» "*" 1620a»X* "*" 14580«»X* 

1309 1 2618 /^öx 



Li 308 Tax 

*xj'*"729a;/ X • 



Ll83 



729 a" 

1309 
10935a«X' 



6561 a 



»xj 



6561a 



V 



'»-^Öi 



— -^^ sind nach den Werthen Ton a^ 

mit Aniichlast der durch 3 Ihmlbaren m, abgedieiU nnd geordnet, nindich: m «a 1,4,7; 
018 2,5,8 ; mal— 1,-4 ; m=a— 2, — 5. 



8i Erste AbthiBÜmig. 



tafel XXVm. 



a+bx*. 



J X"*^ "' J>J X" bjx"** * 

/ r'8x x_^ 1 ^Öx 



dx 

X 



/ x»8x X a r 

X "b bj- 

/ x'Sx .X 1 r 

TP~'""'3bX'*'3K/ 

/ x»8x xr 1 1 1 1 /*8x 

X» " ~bL6X»~18aXj"*"8ab^ X * 

/ x»8x xr 1 1 • 5 1 5_ /* 

X* *" bL9X« 54aX» 162a«Xj'^81a«b^" 

fx*9x xr i 1 1 5 • ! 10 Ax 

/ X» bLl2X«~108aX» iBla*X» "243a»xJ"*'243a«bJ~X"* 



8x 
X 



x«.8x xr 1 1 11 11' 



xr 1 1 11 11' 11 1 

~"ßLl5X»^ 180aX*""i620a*X»*"l215a»X»"' 729a«xJ 



_22 rsx 

/ x*8x xr 1 1 7 77 77 

~X^^ " "" B LlSX» ~ 270 aX» " 1620 a«X« 14580a»X*'' 10935a*X^ 



6561a 



_-l 154 f 

»Xj"*'6561a*bj 



J V8x xr 1 1 17 17 187 

X» " bblX» 378aX« " 3670a«X» ^ 4860a»X* " 43740a*X» 



187 187 1 . 374 / »x 



32805 a* X» . 19683a*XJTlö68^«b 



1+ 374 p 

JTl9683a«bJ 



Integcde nUohaltnr Ftucttonen. SK 



Titassa^ 



X a «-«.bz* 



J X"*^ "bj X" Bj- 



3I?ÖX 



X^-i 



/ x'dx ax r 1 3|et + l l 4 /*8x 



8x 



/ x'dx x^ ax a»r 

X -4b b*:*-bj- 

/ x*8x ^ ^x^ 4a /* 

X» "" b'^^^Sb^X^Sby 

/ x'dx axr 1 7 1 2 fBx ... 

X* " b'LeX» 18axJ"*"tfb^ X * 

/ x«8x _ axr 1 5' 2 -1 4 /*8x 

X« ~ b» LqX» 27 aX*"^ 81 a'Xj"** 81 «b[/ X ' 

/x«8x axr * 13 1 5 l 5 /*8x 

X* " b'Ll2X*~108aX«"**162a»X»'*"486a«Xj"*'248a*b^ X * 

/ x«8x axr 1 _4 1 4 4 -1 

X« "b'LlSX» 45aX«"'"405a»X»"*"l215a»X*'*'729a«xi 



« 

729a 



fax 

^bj X • 



/'x«8x axr 1 19 . 1 . 11 . 22 



b» L Ifi X« 270a X» "*■ 81fta»X* ■*" 7280 a»X» "*" lÜÖ35a« X» 
22 -1 44 rSx 



i»Xj^6561a*by 



6561a»XJ^6561a*b!/ X 

2 1 .11 



/x*dx ax r 1 11 

X» '°FL21X'~lMä 



aX«^2835a*X» •^1215a»X*^ 10935 a*X» 
44 44 1 . 88 Tex 



32805a» X»^ 19683a*XJ^ 19683a 



] 88 f 
■*" 19683a»b^ 



Sff 



Brste Abtheilung. 



TafdXXX. 



XtM a + bx^. 



■■M 
1 



Aa 



a und b positiv oder negativ, Yr « k< 
'x9x X* SjM — 2/'x8x 



J^ 









!/^ 



3/*«,/ X" 

0*- 



3«;Si (iv(ji—v)9fX 



Vvft—¥ 



-j)j.Aöx 



x8x 



x8x 



"'S 



X* - 

f 



» 



xdx 



3tiX'^3 
x«r 1 

a Lex» ■ 

x«r 1 
aLoX»" 

x«r 1 
a Ll2X* 



l/ 



2-12 ASx 
9aXj"*'9ay X 



9aX 
7 



X« 



x^r_l 

aLl5: 



9a{ 

_ü_l 

54aX» ■*" 81a'Xj 

5 35 

■54aX» 

13 



14 Adx 
8ia^ X. 



35 



324a»X»"*'243a»X 



-| 35 TxSx 
J 243a^ X 



13 



91 



15X» 
91 



TxÖx 



-_ __ ,. 91 -] 

180 aX* "*" 162a*X«"*' 972a»X»"*' 729a*xJ 
Ac9x 



26 



52 



182 



/x8x 



729 a| 

x«r 1 >^ ^^ ^„^ 

a Ll8X« ■*■ 135aX» "^ 405a»X*"*" 729a»X» "*" 2187a* X» 
_728_-l — " - 
6561a» XJ 

x* r 1 

aL21X'"* 



8 



728 
6561a 

19 



if^ 



152 



494 



988 



*■ 378aX« "*■ 2835a»X» "*" 8505a»X* "*" 15309a*X' 

1976 1 1976 /*x8x 

6561a»X»'*'l9683a«xJ"*" 19683a^ X ' 



494 



Integrale rationaler FoncUonen« 87 



taf el XXXI. 



X es a+bx^. 



/ x*8x _ x^ 2 /* 

X^^ " 3/*bX^"*"3iub/" 



xöx 



/xöx 



/ x^8x X* a /x8x 

X "2b bj X • 

/ x*8x X« . 2 rxSx 

X* " ~ 3bX'*^'5F/ X- • 

/x«dx x«r 1 1 - 1 1 pi 

X« ""■bL6X*~9*xJ"*'9ab/ 

/x«»x _?^r* 1 4 T 4 / *x8x 

X« "" • bL9lP~27aX« 81a»xJ"*" 81a»by X 

/x«9x x'r 1 1 7 7 1 7 /*: 

X» ■" bLl2X«"54aX« 324a»X* 243a»xJ 243a»b/ 

/Vöx x« r 1 * _ ^ _ ^ ^^ 1 

^ X* ""bLlSX» 90aX* 81a»X* 486a»X» 729a*xJ 

14 /xöx 



xdx 



14 p 

"*" 729 a*b/ 

/ x«8x x' r 1 i 13 13 91 

X' " b LlSX« 135aX» 1620a»X* 1458a«X»~ 8748«*X» 



91 - ] 91 fxbx 

6561 a»xj "•■ 656la*b/ X 



/ x«8x x* r 1 1 

X» ""'bblX' 189 aX« 



16 52 104 



2835a»X» 8505a»X* 15309 a*X« 
52 208 1 208 TxÖx 



6561a»X« 19683a«XJ ^ 19683a«b 



] 208 f. 
"*" 19683a«b/ 



aa Er«te Abtheilony. 



Tafel XXm 



.X«a-i-bj«. 



/*x^dx _ 1^ rx*8x a fj s*dx 

/ x^8x ax*r 1 3|m-2 " l 10 / *x8x 

X^i b^la^X" 3>(A*-l)«X'-U"*'3V0*-l)bi/X''-* * 

ff 

» 

/ x'^Sx ^_?5! a^ / x8x 
X ""ob 2b*"*"b[/ X • , '* 



x8x 
X 



x 8x 
X 

^x&x 



/ x'^Sx ^ ^x»_ 5a TxSy 

X* *"2b*"*'3b»X""3by X 

/ x''8x ax«r 1 4 -| _5_'/j 
X« " b» Lex* gaXj"*" 9b^ 

/ x^8x nx*r 1 Ji 5 1 5 r 
X* " b«L9X*""54aX*"^81a«xJ'*"81ab[/" 

/ x*8x ax'r 1 7 5 ^ 1 , ^ f' 

X» " b» Ll2X* 54aX» "*" 324a»X» "*■ 243 ««xj "*"243a*b^ ~ 

/ x''8x ax«r 1 17_ 1 7 -7 1 

X« ■* b» Ll5X» 180aX* "*" 162a»X* "*" 972a»X«"*' 729a« xj 

7 /x8x 
■*"729a»b^ X • * .. < . 

/^8x_ _ ax*r 1 2 . 1 .■ . .5 ■ ■ .35 

X» " b» Ll8X«~ 



27aX» ^ 324a»X« ^ 1458a»X» 8748a«X» 
35 



-] 35 /x8x 

*XJ ■*" 656lVb^ X • 



j X» " b»bi; 



6561a' 

23 1 13 . 65 



IX» 378aX«^567a*X»^6Ö04a»X« • 30618a*X» 
65 65 1 65 rxöx 



26244a»X» ^ 19683a«XJ 19683a»b 



1 65 Cx 

J"*" 19683a»b[/. .: 



Integrete rationaier Functionen. 



89 



Tafel 



;C#;ih 



X ass a + bx*. 



r 8x 



r 8x 



1 /*8x b pc8x 



a« 



* ^> by ASx 

a'X"-' a^*V/ ^ 



. Pie Coeffidenten ergeben sich ans den Gleichungen: 
1 



A 



3/t 
für V 



; und attgemein: ^(n — v)ßv^[^ — v) + i\ß»-\ 
-1,2,3, ft-1 ; y = /Vi + l- 



1, 



rsx ^ Ihr 
/ x'X " ax W~ 



x»X 

Öx 



bx* 4b Acöx 



x»X» 

öx 



x*X 

dx 



a'x 3a»X 3a 



6X» 



V 



CiL. A. \^VS 



9aXJ 






x»X* 

9x 



1- bx'r 1 8 59 

■" a*x i?\.9^ 27aX« "*" 81« 



9_-l 140b Cxhx 
*Xj 81«H/ X 



J ^8x J_ bx*r 1 11 131 2l2 ~l 455b /*; 

x*X» "~a»x~ a* Ll2X*"*"54aX«"*"324a*X»'*'243a»xJ'"243iy~ 



x*X 

'8x 



a*x a' 



b^r_i 
a« Lis: 



1456b /*x8x 
■" 729ay X 



15X» ^ 45aX* 
8x 



23 

8iä^ 



243 a' 

121 ' 

243 a*X»^ 729 a 



xdx 
X 



y 



Chx 



i bx^r 

"'a^x a* L 
. 7271 



.17 



18X»^ 135 «X»^ 

'x8x 



69 
405a»X« 



25ft 1271 

729a»X» "*' 2187 a«X» 



. 



6561a' 



\ -1 13832b C^ 
«Xj"*6561a'J"' 



■ai 



J 



40 



Erste Abtheilnogf. 



Tafel XXnV. 



a+bx*. 



/. 



dx 



Jx*X^ 



1 , 0* 



1 Chx bfj 

aJx'X''~aJx* 



8x 



■^ 



AVM-+-1 



l)b b 



=ui-i 



4a^ 



.-»4 4 
X 



a^^x 






VY/*—" 



a'X' 



by /x8x 



Die CoefEcienten ergeben sich aus den Gleichungen: 



Ä 



— ; und allgemein: 3(^ — v)ß^ — [30* — v) + l]Ä-i = 
für 1/ t=s 1, 2, 3, •••• /* — 1 ; y « /J/i-i + jt^ + i 



i'H- 1 9 






8x 
x»X 

öx 



x»X» 

Öx_ 
x»X» 

8x 



x»X* 

fSx 
^x»X» 



4ax« 

1 
4a»x* 

1 

"4aV 

1 
"4aV 

1 



a'x 



a'x ' 

3b 
a*x 

4b 
a*x 

5b 
a'x 



b 
a 



* A8x 
1/ X 



X 

b*x« 7b 
3a»X ' 

b»x 



7b* fxBx 
3a»J X 



a' 
b*x* 






X 

8 



8 1 35b« /x8x 
OaXj"*" 9a* J X 



6X* "^ 9aX J ■ 9a< ^ 

r 1 25 131 1 455b* AcSx 
a- L9X»'*"54aX»"^81a»xJ"*' 81a»J X * 

b»x«r 1 17 281 605 



i3 



f8x 
Jx»X« -- 

rsx 

Jx'X'-- 



4a*x* a'x a' 

1820b« rx8x 
243 a« 

1 



x«r 1 

• Ll2X* 



54 aX«^ 324 a»X» ^ 243a' 



hO 



'ß 



6b b«x 



4aV 
2542 



a'x 



«xj 



a 
6916b 



4aV 
17027 



aVc 




8748 a*X«^ 6561 rf 



b«x« r 
a» L 

ß 

c^r_l 

Ll83 



43 



97 



1327 



15X» ^ 180 aX* ^ 162a«X* ^ 972 a'X* 
x8x 



26 



743 



1391 



729a«XJ ^ 729a' 

1 7b bV 

a» Ll8X«"*"l35aX»"^1620a«X*^1458«"X» 

30149 1 76076b« A8x 



6561a< 



V" 



Integrale tMtnd&r FteicHoneii. 



41 



Tafel XXXV. 



a-#-bx*. 



/. 



f 8x 1 fdx hf 



dx 



y«-l • 



dx 



»=n-i 



.•w+l 



2«^*x' 









Die CoefBcienten ergeben sich ans den Gleichungen: 
A =» g- > ""4 allgemein: 3(/t— »)/?, — [30*— »)-»T2J[^y_i 
fori'- 1,2, 3, ..:•./*-! ; y-2/Vi-*-l.« 



1, 



dx 



x*X 

8x 
x»X» 

dx 



ß 

J "8x 



bx 



2a»x« 3a*X 






x'X' 

dx 



b/^dx 



bx 



2a*x 



bxr 1 



17 



139 



2 a 



*"54aX* lÖ2a»X 

1 bxr 1 23 . 73 

i»x» a«Ll2X*'^ 



.527 



Tdx _ 

Jx'X«"' 



770b Tdx 
243a[/ X 



108aX» "*" 162a»X« ■*" 486 a»X 



J 



1 bxr 1 29 , 499 1403 
"'2a«x*~ a* Ll5X» "*" 180aX* "*" l«20a»X« '*'_ 2430««3P 

1889 1 2618b /"dx 



1458a*X. 



r^K 1 bx r 1 

Jx'X* "~2a'x»~a»Ll8X« 



19; 



290 



3049 



18X« ^54aX» 

19619 - | 26180b 
13122 a'Xj 6561a 






81a«X* "^ 729>i»X''*" 4374a** 



■•■»«■VI 



n 



■H 



«2 



Erste AbthMlnng« 



Taf d XXXVI. 



/. 



dx 



X a a + bx«. 



i 



9x 



1 /8x fr r 

aJx'X" aj, 



8x 



X X"-*^* aJx'X" «7 x'X"-^' * 
1 , 0*+l)b . *»x IS"* - ß. 



'X"** 



5a 



"-^x' 



2a^-V 



..8 



a- S a'X"-' 



by fbx 



A 



Die Coefßcienten ergeben sich aus den Gleichungen: 
für V 



und allgemein: 30* — '^)ßv — [3(/* — v) + 2]/5;Ui «= v + 1 , 

■ 1, 2, 3, fi—i',r «= 2Ä«-i ■*-/*+ !• 



8x 
x«X 



Jx'X« - - 



5ax» 

1 

5a«x» 



b«x 8b» 



a*x» 



3a»X 3a 






1 , 3b b'-x . _ 
5a*x»"*"5ä^'*" a» LöX^ 18 



f8x . 
^x«X* "° 

fQx 
J x«X» " ~ 

J ^8x 
x*X« " *" 



•. 1 



2b 



3 



a<x» 
1 : 



a»x» 



5b 



b« 
a 



r^ , 17 -1 44b* f. 
Lei? 18aXj"*' 9a« J" 

13 



5a»x» ^ 2ä»x« 

2618b ' 

243a 



• L'9X*^ 
Ll2X* 



— r ^'• 



44b' 
9a" ^ 

146 ~l 61^' 



b»x 

■ * ■ r 



27aX*^81a 
35 



:ß_~\ 6i6b* C'i 
»Xj"*" 81a»/ ■ 



l6l 



li03 



108aX»^ 162 a»X» ^486 a'X 



] 



J 



1 l . 3b Vx 



• Lis; 



41 



256 



1834 



5a«x»"*'a'i?+ a» Ll5X»"*'45aX*"''405a»X«"*"l215a»X» . 



3049 






729 & 

• 1 



♦xj 



10472b* rSx 



[fBx 
J X 



729a' J X 

7b , b'xr 1 53 194 , 3754 

5a'x»."*"2aV*' a» Ll8X«"*"270aX»'*"405«*X*"*'3645a'*' 

48257 74501 T 120428b» PBx 



21870 a*X»^13122a»X 



] 



6561 a 



e 



'f- 



x~* 



■■ 



BS 



SB^BH 
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TpfBlXXXVU, 
X « a -I- bx*. 



/^ « JLriogi±^+2Arc.Tangn) « ««d b angleiche Zeichen; 
\ 4 



föx ^ X 4ft— 1 rsx 



^f*«^J X" 



/x»8x ^ X» 4^-3 / ^x*8x 

J X^* " 4/iaX'' "*" 4AtaJ x" ' 

t 

Jy^ 4aä^0*-,yx'-'"*"^"'^Vj X • 



44 Erste Abllieüiinf« 



Tafel iQOCm. 

X tm a+bx*. 



Allgemeine Fonncto für f-^ und f^j^ s. Taf. XXXVIL 



»X 

IT* 



j-^ (s. T. xxxvn.) 
fax _x_ 3_r 

J X» "4aX"*"4a/ 

f9x xr 1 7 -1 21 /* 

J X» ■°aL8X»"*'32»xJ"*'32a[/" 

ra» »r 1 11 77 1 77 r 

J X* "" a Ll2X« "*■ 96aX» "*" 384a»xJ "*" 128a^ " 

rSx xr 1 5 55 385 n 1155 T 

J X» ~ a Ll6X* "^ 64aX« "•" 512a»X» "*" 2048a»xJ "*" 2048a^ 

röx_ _ xr_J_ 19 19 209 1463 ~ l 

J X« "■ a L20X» "*" 320aX» "*" 256a*X» "*■ 2048a''X» "*" 8192a*xJ 



dx 
IT* 

'"öx 



4389 
8192 a 



fBx 



J X* " 4aX "*■ 48^ : 



(s. T. xxxvn.) 

'9x 



X 

"x'öx 



rx'Sx xtr 1 5 -1 5 /* 

J X» " a L8X*"*"32aXj"^32a^" 

/V»x_ x»r 1 3 15 1 15 f*x*B 

J X* "" a Ll2X» '•■ 32aX« "*" 128a»xJ "*" 128a^ ~X 

fx*bx x»r 1 13 39 195 -| 195 T: 

J X» " a L16X« "•" 192aX* "*" 512a»X» "*" 2048a»xJ "^20488^ " 

fx^bx x«r 1 17 221 663 663 n 

J X« ■* a box»"*" 320aX* "*" 3804 a'X»"*" 10240 a»X» '*"8192a«xJ 



195 rx*Bx 

X ' 



663 
8192a' 



/Vax 

?;-x- 
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Tafel XXXIX. 



X «> a+bx*. 



/ 



«♦8x 



rja^T 



f 



x*8x 



1 ß£_ * f^^ 

X 1 fbx 

4/tbX^ Vy X^ 



/- 



X a / ^8x 

5 bj X 



x*Öx 



x*8x 



4bX 



1 px 
4bJ X 



x*8x 
X* 



xr 1 in 3 Tax 
BLsX» 32aXj'**32abJ X * 

; xr 1 1 7- 1 T f 

bLl2X» 96aX* 384a»xJ"'" 128a'b/~ 



dx 



/ 



x*8x 



1 /*x*8x a /*x»8x 

V X" . bj x'^* 



X'^* 



_3_/V 

MV J 



8x 



4/«bX'* 4/ib^ X" 



/V8x_ _ X« a /V 

J X -3b-bJ ; 

/- 



8x 



/- 



x*8x 
X» 

x«8x 



d 

4b 



/- 



X 



_^rj_ 3 



x«8x 



b L8X» 32aX 

X« 



3 - | 3 /V 

32a3ü 32abJ 



_x'r 1 1 5 1 

b Ll2X« 32aX«"'l28a»XJ 



5 / *x«8x 
428a»bJ X 
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Tafel XL. 



X aa + bx*. 



/ x'Qx ir£!9x__a /Vöx _^ axr_f ifi + i ~ l 

5 Tax 

'*'4V(^~l)b^X'^** 



X 

^9x 



/ x«8x x^_«5 ?*/j 

X " 5b b* ■*" b[/ 

/*x»8x x_ ax 5a /*. 

"^ X* ° b» ■*'4b»X 4by 

/ x«8x axr 1 9 - ] 5_r 

X« "'b'LsX» 32aXj"^32b^ 

/ x»8x _ axr 1 13 5- 1 5 r8x 

X* ~. b«Ll2X» 96aX«'^384a«xJ"*"l28ab;/ X * 



''Sx 



/x^ax 4 /*x*8x a /x'8x a!t»r 1 4^ + 3 - ] 

gl /x«8x 

'^4V(^-l)b'Jx^-i • 



/ x^'Bx _ x' ax» a* /*x* 
X ~ 7b 3b'"*'b^ : 



dx 



X 

x»8x 



/ x^'dx 3^ ax» 7a / *x*& 
X» '" 3b» ■*■ 4b»X 4b^ X 

/ x"8x M^r 1 11 1 21 Cx*bx 

X« "^ b»L8X«~32aXj"*"32b^ X * 

/ x"8x ax*r 1 5 __Z__n 7 fx* 

^'XT^ " b» Ll2X» 32aX» "*" 128a'xJ ■*■ 128ab[/ : 



dx 



mm^^^m^^^U 






Integnle rational^ Ftaictionen. 



^ 



X sa a-t-bx*. 



TaferXLl. 



f 9x 



f 8x ^ 1 /*8i b /V 



dx 



a^^'x 



a* 



«*>-» 



/?. 



by 



im« a 



■x^ 



:— y 



by / x*8x 



Ä 



nnd aUgemein iQi'^v)ßi, < 



für » =- 1, 2, 3, 



[4(^-v) + i]/9v-i 
; y — Ä.-1 + l. 



1, 



/ *8x _1_ b/Vöx_ 

^x»X " ax""a/ X • . 

r^x 1 bj^ 5b/* 

^x»X» " a?x 4a«X 4a[/' 



x'9x 



f8y 
*/ *'X» " 

/ ^»x 1 bj^r 

Jx*X* *" a*x a* L 



bx'r 1 

a» Lax* 

1 hT^r i 



\Z 1 45b /^ 

32aXj 32a^~ 



x«8x 
X 



67 
12X» ^ 32aX» "^ 128a 



d l95b /^ 
■"1288^ 



x*8x 



/. 



/i 



8x 



8x 



x^X"** 
1 



1 phx b Pbx 
aJx*X^ ajx'^* 



bx 
a 







/^8x 



X"** , ■ 3a^V a«iä a'X"-' a^W X 

4 

ß« *>* ^rrr » aDgemein: 4(ft— *)/?„«» [4(u — »') + 3]/SU-i 



4i» 
für V 



1, 



1,2,3, /t — 1 ; y — 3Ä_i-M. 



Chx___ _1_ b /'8x 

Jx*X "" 3ax» aj X * ■ 

Ctx 1 bx _7h_C 

^x*X» " ~3a»x» 4ä*X 4ay~ 

r8x > 1 bxr 1 15 T 77b C 

^x*X» " ""3a«x« a»L8X»"*"32aXj 32a^" 

f8x 
Jx«X* 



8x 



3a« X« 
3«?? a*L 



12X« ^ 96aX* ^ 384^ 



1 385b r8x 
Xj~128a^ X : 



iB 



48 Erste Ablheilang. 



Tafel Ä». 



a+hx*. 



J xX"-*-^ " %J x*X^ "" *J j 



X ^ 1 at>l-l)b 

faViSf-* /?. bV /"x'Öx 






aUgemein 40* — v)^, =« [4 (a — v) + 1] /9,_i -f. v hh 1 , 



1 

für V «= 1, 2, 3, • • •,• if —.1 . ; y = Ä.-i +•/* + 1« 



X 

~x*8x 



rax 1_ _b^ h^f 

9 x*X " 5 ax» "*" a'x "*" a»^ " 

f^x 1_ 2b Jb*x^ 9b« C 

Jx'X*" 5 a*x» "^ a»x "*" 4a»X "*" 4«^ " 

fSx i 3b b«x»r 1 21 -] 117b» /*x 

^x«X» ~ 5a*x»"*"a*x'*' a« L8X»'*'32aXj''" 32a*^ 

rSx 1 4b b'x' r 1 11 151 l 

lx«X* "^ ~5 a»x» **■ a»x "*" a» Ll2X« "*" 32ftX» "** 128a«Xj 



X . . 

9x 



X 



V 



663b» / x»Öx 
128a 



/' 8x 1 fbx b f9x 1 (/iH-l)b 

x'x"** - aj x*X^ Vx*X'^* " rir^ 3a^x' 

b«x!^ * /g/ b'/Töx 

^0 = -7- ; aDgemein 40i— v)/9y « [40*— r)-#-3]/?y_i + v+l, 

für v a» 1, 2, 3, jti — 1 ; y = 3/9;.-i + jti + 1 . 

8x 



X • 

~8x 



fBx 1__ b b^r 

^x»X"* 7ax» "*"3a«x''*'ay" 

r9x 1 2b b»x. IIb* /* 

^x»X» " 7a»x' ■*" 3a»x* "*" 4a»X "•" 4a*^~ 

fBx 1 b b»xr 1 23 - ] 165b» /*8x 

^x*X» 7a»x'''"a«x*'*" a« LsX«'*' 32aXj"*" 32a* JT^' 

fdx 1_ _4b_ b'xr 1 35 533 f 1045b« ft 

J x*^ ^ 7aV ■*" 3a»x» "*" a» Ll2X»"'" 96aX» 384a«xJ^ 128a»J 1 



Integrale rationatler Functionen. 
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a + bx\ 



Tafel XLJtt. 



a und b positiv oder negativ; 'k «l/i 



■ t 



xSin 



Jlog(x«-2kxCo8^+k»)-»P, j ArcTang^ — lL^ = o. ; 



|log/x*+2kxC!osy+k«)-P, ; ArcTarig- 



xSin^ 

^-xCo8^ 



= 0i. 



ß 



öx 



X 

x8x 
X 

'x»8x 
X 

'x»öx 



||{|log(x+k>-P.Co8?+P»Cos|? + 0.Sin|+0iSm^ 



] 



5aL 2 

2k 



2ä 



log(x+k)-P,Cos=^+PxCos^H-O.Sm^-OiSiii^l 



^*[|log(x+k)+P,Cos^-P»Cö82+o.Sin^^OiSm^].^ 

j_2« 



X ^ ^* ["I l««(»+>')+P»Cos^-PiCos^+O.Sin|+OiSin^] . 



' Allgemebie Reductionsfonnel. 
^ sd r eine der Zahlen 1, 2, 3^ 4» so ist: 



/ 



öx 






SpÄ' 






5ft— r /jr^öx , 
5««aJ x" ' 



.5«Ä (jiTv)(i,tl'X''-^. 



f 



m 



ao 



Erste Alttheilang. 



Tafd. XLIY. 



X» a + bx». 



»■ »■ I «1 






5jtt— 1 r öx 



X"^* biM&X" , 5i*»J X" 



-r*. *- 



fax 
J X* a|Lltf 

r^x ^ X 



4 fdx 
5a/ X 



a -I, 18: Ax 

60aXj"*"25a[/ X * 



/*&x xr 1 

J x» - ibox« 



aLlOX»- ^OaX. 

21 1 

84 /»x 

yx 

19 133 



125a! 



+ 



/ji9x 



X"** b/ifPi." 5ft« 



5/t-2 /x8x 
' 5fi»J X" * 






5aX 



3 /*x8x 
51/ X 



Ll03 



?1 

a LlOX» 



X 

4 



25aX 



] 



12 {*x9x 

25i?/:Tr 



300aX« ISOOa'X* 
399 Ti 399 /*ax 



] 



3500a»XJ ■ 625 a 



•f 



J X« 



x^r_i 

a Ll53 



+ 



13 



X« ~ a Ll5X«^150aX* 
52 1 . 52 



52 -l' 52_ r. 

375a»xi'*"l25a^" 



x8x 



j.rit. 



* .< 



/x*8x 



X'*^', S^aJ? 



!/^ 



5^ — 3 /^x*öx 

5^a 



-•^ 



fx*B 



rS 



"" a L 



X- 2 / x?83C 

x»r 1 7 



] 



/x*9x 
X* - 

A*8x 



a LlOX* ^ 50aX. 

7 A*8x 
25a^ X • 
x»r 1 . 2 . 14 
a Ll5X» 
28 
125a: 



25aX 



x»r 1 

a box* 



/x»8x 

if-x-' 



., 14 -1 

"*'*'l255^J 



17 



+ 



17 



3008X" ^ 250a»X» 
119 11 119 Ä»8x 



/V8x 



5f<aX^ 

SA*J x' • 



■*u 



/ x«8x 
X« 



X« ~ 5aX^5a/ X 

x*«« x*r 1. . 3 



1 / V8x 

5«; X 



J X» -abo; 



0X»T25axJ 
3 /'x»8x 



25ay 



X 



1250 



9 T ■ 119 (*: 
^^ 92S**J 



Amx x^r_i 
J X* " a Lis: 



il 



\ 



15X»^150aX» 



123* 



11 T, 11 /V8x\ 
3i'XJ:*'l25a^'Tr"^, 



■HBBBaa 



Ifitegr«!« ratiofnl^ FaneODncn. 



51. 



X'i4 h4-bxV 



fvM tLY- 



f> 



(r » f , ^, 3, 4) 



/- 



8x 



y 









8x a rjcr*9t 



•. 1 



» n 



SiubX?* 5fth 



r_ /*3r-'8x 
fb/ X" • 



/ VSx X « [ *Bx 

J X ' b-bj X • 






8x 



X» 

ax 



5bX • 5b 



1 /*ÖX 

ibj X • 






/ x^8x _ ^ a /Vax 
~X 3b~bJ X 

/x^8x X» 3 /'x* 

X« *" "'öbX "*■ 5b/ : 



8x 



/ x^8x 



x» r 1 

~b LlOX» 



3 fx* 

25ab/ ; 



50 aX 
8x 



J 



/ x^8x . x»r 1 1 

X* " ^b Ll5X» 5Öi^ 

7 - I 7 /x«8x 
"250a»xJ'**135a«bJ X 



/VSx 



2b"F/-X- 



/x*ax x r 1 1 1 

J X» " bLlOX»"*"50aXj 

2 TSx 

'*"25ab/ X • 

/Vsx _^r_i L^ 

J X* " bLlöX* 150 aX* 

3 -1 6 Ax 

250a»X J"*"l25a»bJ X * 



/V8x _*!_ 2 ASx 
J X» * 5bX"*"5b/ X • . 

/x«8x x* r 1 1 - | 

J X* " "b LlOX» 25bxJ 

3_ ASx 
■**25ab/.X • 

/Vax x«r 1 i_ 

J~X^"""b Ll5X* 75aX« 

8 -1. 8 fxbx 
"'375a»xJ"^125a»b/ X ' 



5l « / Va^t 

4b*"b^ X • 



x'dx 



/x*ax 

/Vax _ _^ ±f2 

J X* 5hX'''5b/ 

/Vax x«r 1 2 - 1 

J X? ~ b box» 25aXJ 

/*x«ax 



25äF 



/Vax x*r 1 2_ 

J X* " b Ll5X* 75aX» 

4 • ] 4 /x»ax 

~125a*xJ'*'l25a'b/ X 



7» 



52 



Erste Abtheilnn'g. 



T«fe» um. 



:;[ ak a+ks*< 



(r « 1, 2, 3, 4.) 






rlH-9 



9x 



3?^ 

■ 



1 / ^x^Sx a /• 

V x^ "V- 



x^8 x 



X/.+1 



b 



r r 1. 

(5 h 
5V(M 



5ft 



r] 



5V(^-l)aX''- 
dx 



hr)r /*x^'8 

-i)by r-* 



x'^Sx 
X 

9x 






6b 



ax 



a* /'ax 



x^ ax 6a^ {%t: 
b»"*'5b^ 5V ^ 
ax r 1 _ 11 "i 
b* LlOX» 50aXj 
3 Ax 



/V|9x 



r/^ 



/v« 



dx 



X 

9x 



25b 

axr 1 
" "" b» Ll5X» 

125a»Xj^l25ab;y 



8 

75aX« 

4 Tax 



rx"8 
A"8 

/V8x 



7b 2b» 
x* ax 



a 



¥ 



2b« 5b 



» ASx 

t* 7a /x8x 
« 5b^ X • 



b 



ax 
b 



c'r 1 6 1 

*LlOX» 25aXj 

7 /x8) 
25 b;/ X 

cY 1 

* Ll5X»~ 



17 



150 aX' 
xdx 



I 



x»»8x 



X« 



8b 

X* 

Sb* 

8a 



a 



ax 
3b^ 



a 



» /Vax. 

1/ X 



ax* 

sPx 

8x 



/ 



x"8x 
X» 



/ x*?8x 
X* 



-öb^y X 
^r 1 13 1 

>'LlOX» 50aXj 
12^ /V 

5V ^ 
Ll5^~ 



50 aX. 
8x 



I 



X 

x"8x 



7 "1 7 /*x8x 

375a«XJ "^ 125ab^ X ' 

* ^ a« ^x*8x 
b""4b'"^b^ X " 



X» 



9b 
4b 



ax' 



-5b^- 



5b'X 
*x*8x 



/ x"8x ax« r 1 7 ~| 

X* " b»LlOX» 25aXj 



ar 



25aX» 
8x 



4 -|, 8 fx* 

125a»Xj'*'l25ab^ ; 



18 /x»8x 



/ ^x"8x 
J X* 



-/^ 



6^ 

125 ti 



t] 



25 b 
*Ll5X» 



19 



150 aX» 
6 /x»8x 



6 fx* 

125 ab^ 3 
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X'6>'«-f-bx*. 



täfäXliVU. 



(r 



, 2, 3, 4.) j- 



ß 



1 
8x 



8x 



fi—r-%rfl'f-i 






x^*9x 



I f 



iS-t 



X/.+t 



ffir V « 



1, 2, 3,- — fi 



a 






xr-iex 



a'X"-* a^*l / X 
[5, (/♦ - ») + 5 - r] /?^n- 1, 






/ *8x __^ b / Vax 

Jx»X" ax aj X * 

/*&x 1 bx* Ob A 

Jx'X»"" a»x 5a*X 5a^ 



X 

8 



rex __1 bx'r 1,8-1 

Jx»X»°' a»x äM-lOX' 25aXj 

33 b rx*Bi 
^25«'J X ' 

fBx i bx«r 1 

J x*X* ~ a*x a' Ll5X»"* 



51 1 176b fi 
125a'xJ 125a;/ 



75 aX» 

x'ax 



fQx 

fdx 

f x»X« - 

f 8x _ 
^x»X»~ 



1 b /Vax 

x» a J X • 



2ax 

_1 b3^ Tb 

2aV 5a'X^5a 
1 bx» 






2a 
17 



1 bx'r 1 

•x* a» LlOX» 

x*9x 



/ *8x 
x»X« 
9 



öOaXj 25a^ X 

_i bx' r 1 

■2a*x» a' Ll5X» 



5üaX» ^ 500a 



113 - | 363b /x»8x 
0Oa»xJ 250a;/ X ' 



_1 b ASx 

"3ax» a / X ' 



ß 

/*8x 1_ ^x* 8b /x8x 

Jx^X*" 3aV~5a»X 5a[/ X * 



fBx _ J. \C 

J x»X '"4ax* a / 

rSx 
Jx^X«- 



8x^ 
X» 



1 bx* r 1 

i»x» a* LlOX» 



ß 



8x 



x«X* 

14 

7öaX' 



3 a 

9 T 52b /x8x 
25aXj 25a;/ X ' 

1 bx*r 1 
3a«x» a' Ll5X« 

187 1 312b /x8x 
375a*xJ~i25a«/ X * 



8x 



4a»x* 5a 



bx 9b Afx 

>a»X 5a;/ X« 



/*8x 1 bx r 1 

^x»X»* 4a»x* a»Ll0X» 
. 19 1 63b / 



J '8x 
x»X« 



x»X^ 

29 



19 1 63b fbx 

50aXj 25 a;/ X * 

1 bx r 1 

4a*x* a» L15X» 
. 137 



ISOaX* ^ 250a»X 



"1 399b Ax 
J 125a;/ X • 



■■ 



M 



Brstö Abthdilunir. 



TrfelXtViH; 



X-n + bxV 



1. a und b gleiche Zeichen; .k 



1^- 



/x*9x k»r 1 . x»+kxV3+k» 1 . „ kx /l . _ xT 
J-X- - r L-4F3'^g x»-kx)/3->.k» -^6 ArcTangg^H-^ ArcTMigj^J . 



8x kr 1 J x*+kxl/3+k» 1.^-, kx 1. » x"! 

X- "iL4i73'"g x'-kxV3+k« -^6^''-^'"gg::F«'*-3^"-^'°gkJ- 

8x 



J^ 



2. a und b ungleiche Zeichen; k 
8x* k 



1^. 



kri, x»+fcK+k» 1, x+k • 1 . _ kx]/^T 
2iL6'"g x'-kx+k' -^3^*>g3^-^Ft-^'^^'°g|CTj- 

1, x-4-k 1 . -, ^ kxl/3l 



ifx«9x k»ri, x»+kx+k» 




1 r 8z 

2J a+bz» ' 



x'— kx+k* 
für z SS 



für z = X» , s. T. XIV 



s. T. xxvn 

zdz 



/x»8x 1 rz8z_ 
' ^ X ~2^a+bz» 



/Vax l /*8z 
V ^ "s/a+bz*' 

,. für z = x', S.T.XXX. 






x' 6/*— r /'x'-*8x 



:p 



e/iaX" 6//a 

(^*-g)^/x'-«8x 



X" 



6a ^ (/t-v^^a-X 



vv/t— " 



a^ 



^/^ 



(r SS 1 oder r «s 5.) 



rax 

rSx 



6aX 

X 



L123 



6aJ X 



X 

11 
aLl2X* ■ 72aX 
55 TSx 



/*8x x p l*' 

J X* " üLiäF 



k/^ 



] 






6aX 



17 



aLi8X«^216aX» 
187 T 935 



1296 a»X 



1 935 TSx 
J 1296a^ X 



1 fx*Bx 
6lf X 



/ \«8x x* r 1 7 " I 

J X* " A Ll2X'"^72aXj 

7 A*8x 



A^8x ^r_i 



_7_/V 
72 a^ : 



13 



91^ 

1296 a 



'xj 



18X» ■ 216 aX? 
91 /VSx 



1296 a: 



A*8x 



Integrale ratiomler FueUonen. S5 



a.rt- hx*. 



Tafel XLIX. 



Allgemeine Formeln zn den. vorigen Tafeln, 
r eine positive gkhze ZaU, Heiner als n. 
° Reduclionsformeln: 






x^x" ..%/xr*xr' 



/V-'8x X" n.tt — m /V-'8x 

J X"** "! n/«ay "*■ n/*a J X^ 



Reduction für /« -f* 1 > m. 



j ' x'^' " ■" ^ ^^ b- [lä ä'x"-' b';/x^*-- ' 



UM 



• • a 






filr » — 1, 2, 3, •••• m — 1 ; y= — 



/*- 



^ X"** " a [(m - /i - l>i» -H rjb"*^* 
(-l)-a— «X' gr~ * /?, (-i)»a-^y /V-» Öx 
"*" h- a a'X^"*" b" J 



^ _„ _ ^ X 

wo /?, — ^ , n(it- v)^^ [n^+l—»>-r)/3;-4+(— ly«» 

^ "^ *mA, für V a 1, 2 ••• iti— 1; 



0* — X)^x 



56 

1^ 



• ^ 



Erste Abtkeilang» 



.Tafiß). ^IX. Fortoetzang. 



X as a+bjt^. 



• • f 



y = (n — r)/9jt4--i + (— lym^t , oder auch, wenn /^ 4- 1 >m , 

r(«»+s) r(fi+i-n,-i) 1 



* ' f 



(- l)-y 



r- 



r(i-5) 



rv+i) 



*) 



E(1+5X2+D. ••»•("-l+i)][(l^D(2-D--(^--»-5)] 



1*Ä'S •(!"•— 1)*A* 



i 



< • • 



dx 



v=^;i— 1 



(-l)^H^ + vXb' 



nn- 



-r+l 



X'"^* 



[(m- v)n- r]a^'*-^*x^""*'^-' 



(— l)"b'"x 



a 



m+l 






3r -*8x 



wo ßi 



Hfl 



i nCft rr v)ßy, SS [nO + 1 - ») — rl^^i -i-(ja + v - IX 



iss*{ a — - — A ) . 

Y -<il-r)^/.-i+(nn-i»-l);.. 



• • • • 



/*-i ; 



/ 



Jhx 



X' 

na 




(^-j.)M,a'X'^ 



ik/] 



x^*8x 



*) Uel)« die Bez^chntmg T «. T«r. IR der .vierten AbtheiiaBg. 



i — 



• 
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ß 



Tafel L. 



a + bx' 



Reduction. Wenn unter a und b positive Grössen verstanden wer- 

B 

den undl/-^ = k , x « ky gesetzt wird, so hat man: 

/ ^x"-*8x k" /*y«-i8y /*x"-*8x k"> /*y"-^»y 
la-4-bx" "" a/ 1+y" ' /a — bx" a / 1— y" 

In den folgenden Formeln sind m und n, wie bisher, positive ganze 

Zahlen und m < n. 

Bezeichnungen: \ log (x*— 2xCos ^^^ "t" ^^" -H l) <» P;« ; 

xSin «"+»- 



^'^•^-"^-II^^^I^^iF - «- 



1« n gerade. 



/ 
/ 



n . 11 . 



n '^ '^ n n-^ '^ n 



i -i-x" « - - 



(x--*-x— «-»)öx ' ^ 



;i=0 



_i2p^Cps<2fi±i)«E. 



/ 



n . 



14-x" n-^ '^ n 



2. n ungerade. 



/ 



■-3 



x—^8x _ (— l)i-i -^ ^ 



1+x- n «^ 

«-3 



Iog(l+x)--2 P^Cos ' ^ ^ — 






iVo^Sin^^-tl^. 

n-^^ '^ n 



8 
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Erste . AbtheUang. 






Xafd. t. FortoeUung. 



/i 



x^*8x 



a-f-bx" 



«— » 









f 

Bezeichnungen: r logfx*— 2xCos-^-+-lj = P^ ; 



Are. Tang 



xSin?^ 



1— xCos 



2fin 



= 0«. 



1. p gerade. 



/ 



x«-^8x 1, ,. V (— 1)™, .^ . V 2^„ r. ^f^" 

1 aas l0ff(l— XV- ^^ ^IO«(l-4-X) >PaC0S-^--»^ 



2^ni;r 



— -—1 






J 1-x- n^ " n 



*(ir*-*+x^--*)Öx 



2 



2(-l)' 






2/tim;r 



1 — X" 

2« n ungerade. 
Für X =a — y wird 






• 1 






+y" 



Anmerkang. Die Formeln dieser Tafel lind besondere FftUe deijenigen der fol- 
genden Tafel, in welcher sie deüWerlhen Qnnd n der Constanten a 
entsprechen. 



Integnie ratkmdAr Ftncfionen. 
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(i^V^ 



ß 



x«^*öx 



TaTel 



e 



ai 



Dl 



1, 2, 3, • ••• n — 1.) 




Bezeichn. ?;>— |k>g(x»->2xCog ^^^'^^^''"^^ + l) ; 



Q^ SS Are. Tang 



n 



/^ 



x«-*Öx 



X» -I- e 



Ai 



neO"^}«*A<=o 



e«^-'')^(P,+ iO,) 



«Ä L '^ n ^ n • J 



ß 



x"»-*(x»-4-Cosa)9x 



x^-*-2x"Cos 



a+1 n;!^ L 



fv=0 



Sin (2i^ -H l)fa^ *- (n - in)og 
'* n 



f x-«8x 1 <g-'r 



_ P^Cos^^^-^^^"*"^-^" -•">"] . 



Cos 



(2fi + l)m« — (n — m)a 



n 



/. 






p Sin ^^^ "^ "^^"^ - (n - m)a i 

n J 



m— 1 «^ v2»— «— 1 



(x»-«-hx' 



)ax 



/t=B~l 



x^-H5x»Coßa + 1 nSin 



a 



0;tC0S 



(2fi -4- l)m;g — (n — ">)« 
n 



(x"-*— x^-^-^jax . 

x^-#-2x»CoBa-#-l ** nSina 



M=0 

2 ^~p g.^ (2iti -I- l)in^ - (n - m)« 



;i?=0 



n 



Anmerkung. Die erste Gleichung ergiebt sich durch Zerlegung des Ausdrucks 



jü— t 



ja 



r in einrache Qrüche $ die iweite und dritte folgen aus der ersten durch Trennung 



des imaginären Theils vom reellen; die vierte folgt aus der Verbindung der zweiten und 
dritten, und zeigt, dass die dritte Gleichung auch richtig bleibt, wenn in ihr n+m statt 
m gesetzt wird^ oder m Oberhaupt kleiner als 2n ist; dh) fnnfte und sechste Gleichung 
folgen aus der dritten. 



8« 
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Erste Abtheilang. 



Tafel LH. 



a-4-bx-f-cx'. 



Bez. 4ac — b* « A- 



i 






2cx 



:(2^- 



A^AX" 



/«A 



i)cr»x_ 

J X" 



v=a-l 



9x 2cx + b !^~* (itt - i)y /4 c 



M iS (a*-i) 



-i)>/4cY 

-DAA/ 



r/*-y 



0* 



-«.(i")/-^ 



/8x _ 
X - 



2 . _, 2cx + b . ..... 

Are Tang — ^_ , wenn A positiv ist. 



1 

2 

-2 



log 



log 



VÄ 



2cx-<-b — KTÄ 
2cx + b + »^ 

2cx-4-b — KZ^ 

Vx 



wenn A negativ ist. 



— '* o» /r 1 2cx + b 



Jx« - 

rBx_ 

Jx' - 

fBx__ 



2cx + b 



AX 



?/- 



2cx 



A 

2cx + b 



br 1 

bx» 



9x 
X 

3c 



3c -| 6c* Tax 
AxJ "*" A^ X 



A Lax» 

2cx+ b 
2cx + b 



Lax 
Llx* 



AX 

5c 
3AX* 

7c 



A 

10 c 



10c» -i 20 c» fbx 
A»XJ"^ A»J X 



A*X 
35 c' 



A» 

35 c'' 

6AX»'^6A'X»'^ A'X 



n 70 c« fi 



X« 

dx 



/8x 
X' 



2cx-»-br 1 



LöX" 



33c' 



77 c» 77 c< 



A Lex» 

924 c' 



11c 

15AX» "*■ 10A*X« "^ 5A»X» "^ A^X" 



2c^n 

:xJ 



462 c' 
A 



9 



■■■ 
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Tafel LIIL 



a-hbx-f-cx*. 



Bez. 4ac — b' = A- 



ß. 



x9x 



2^cy 



2 c/ x'^* 



bx-H2a (2jtt — l)br9x 



I^AX" 



ftA 



bfbx 



; 



x 8x 
X 

x8x 
X* 

xöx 
3P 

x9x 



^■»«''-Ij/: 



/jKÖX _ 



bx + 2a . b 
AX . AJ X 

bx + 2a 3b(2cx 




2AX* 2A«X 

bx-H2a 5b(2cx + b)r 1 
3AX« ■" 3A* bx 



b) 3bc fbx 



X 

3c 

AX 



-I lObc* CBx 

J- A'J X 



/- 
/- 

/- 



x*8x 
x'&x 
x*8x 



(2^-l)cX?' (2/* 
r » , (^-l)b -| 



(2/*-l)cJ X'^* ■*"(2a«-1)cJx?'-*-* 



(2a« 
2ac + (/« — 



2/*c» ■J(2/*-l)X'' 2(2/* 
(b*— 2ac)x-»-ab 2ac + (/i — l)b* /*8x 
/«cAX" "*" A*cA ^ 



:^-l)b«r8x 
-l)c« Jx'**-' 



X" 



X 

8x 
X* 



/*x*8x _ X 
/ X ~ • 



logX 



b»-2 



2c» "°" • 2c 
(b*— 2tic)x-Hab 2a 

■*■ A 



2ac/* 



8x 



/ 



8x 



cAX ' AJ X 

(b« — 2ac)x-4-ab (2ac-i-b*X2cx-i-b) 2ac 



2cAX» 
_ (b*— 2ac)x- 



ab 2(ac 



3cAX* 
4(ac + b*) 



!f- 



2cA»X ^ 

.b*)(2cx+b) r 1 

3cA* L^ 



Hb* Tax 



A 
3c-l 
AXj 



8z 



62 Erste Abtheilang. 




Bez. 4ac — b» a» A« 



/rx»8x 1 /*x8x b fx*dx a r^8x_ 

/ x«8x X« 0/^)b /*x«8x a /xdx 

/ ^8x 1 r__3bx ' a (jn-2)b' T 1 



6ac + (/*-2)b*, /8x 



4(2/i-l)c'» JX***^* ' ' . . 

/ x«8x r 3^* 0t-2)bx 0«-l)0f-2) b*_ a T 1 
'^^^ " L^o .■*"(2^-l)c«~ 2/«(2;*-l) c» ^c'J2(/*_l)X?' 



6ac+ (/tt-2)b' /'8x 

-1)C Jx 



4(2^ -l)c* JX'**-* 

/ x«8x r X* 2(^-3)ac~0t-2)b* 4ac-H>-2)l?* T__i__ 



gac + 0«-2)b' /*8x 
- 2f«o»A J X'' 



/*x»8x X» bx b»-ac, „ 3ac-b\ /'ex 

/'x'Sx 1 , „ (3ac — b')bx + (2ac-b»)a • 6ac^b\ Y* 
J-X*- - 2^'*»«^+-^- 35ÄX 2?Ä"y' 



dx 



8x 
X» 



J/V8x_ _ r X* abx 2a'-l 1 3ab /* 
^ X» ~L c cA •cAJ2X» 2cAJ~ 
/V8x _ r x^ b^ 4ac + b* T 1 6ao + b' ./ ^Sx 
J~W~ ~ L"« "Sc'A"" 3c»A "üiX»"" 6c»A y X« • 
/Vax r_j^ (ac — b*)bx 2ac + b»T 1 3ac ^J)« /*8x 
J X» " L c "•■ 2c»A 2c«A JeX* 4c»A J X* ' 
x*8x _ 1-3^ 4ac-3bV 4acH-3b* T 1 6ac+3b' /*8x 
X« ~L c "*" 5c»A •5o!A J8X» 10c*A J X» 



Integrale rationaler Fanctionen. fi3 



.Tafel LY, 
X a a + bx-f-cx*. 



/ x«8x X* (fi-3)h fj^Öx _3&_ fj^9^ 

Xr* " (2^_3)cX'' (2/*-3)cJ x**** "*"(2^-3)c/"y^3-- 

/ »*8x r X (3fi~d)b -| ^ 1 r/ (7A«-ll)b« 20*-2>\ 

X'^ "L c»'*'2(a«^1)c»J^2^_3)X''-* LV 2c» "*" c» / 
Cu->2)0i~3) . . 30« - ly ab- j 1 r 3 a« 

4/*c* ^c» J(2M-lX2tt-3)X'' Lc» 



+ 



(2^-lX2^-3)X'' 
30t-2)ab« . (tt-2)0i-3)b«-i 1 /'Bx 



c* 



-m!*-3)J } 



W J(ß(i-l)(2fi-S)J X^ 



/x^8» r ^. (ft-3)b*' / 3a (a-2KA*-3)b» \l 

X**^* "L "^ 20t— l)c V(2/«-l)c"*; 2(2/*-l)(^-l)c»y 

• (5/i«-^)0t«-2)ab 0t-2)0«-3)»>* 1 i . r3a« 

"^2/«(2|it-l)0*-l)c» 4^(2^-1)0» J(2^_3)cX?' L c« 



30*-2)ab» (jt^2)(fi-S)h*-] 1 / ^»x 

>(2f*-3)J: 



4 c* J(2^-lX2f*-3)f X'** 



/Vöx X»' bx» b*-ac (2ac-b«)b , ^ 2aV-4ab»c+b* Töx 
J~~X~ " 3^-2^«-*"~^*"^ 2c* '"8rA+ 23S ^ x". 

/*x«ax X r„/n b»\ b'-il b . \_ rb« 3ab« 



San / öx 



']/ 



c» J f X> 

'^8x 



J/V8x _ pc» bx* «ri 1 a^ r 
J~lP tc^"*'2?'*"^Jx»'*'c;/" 

/ ^x*8x FJ^ ax ab •] 1 / a* ab*\ /*8x 

J X* ■"■^L3c"*"6c* 15c«Jx»'^V.5c«"^$c»|/ X* * 
x*8x r_^ bx* / 3a b* \ 17 ab b* -] l 
~iP~ " L 5c"*" 30c» V35C» "*" 105c»/'^'*'420c» "^ 280c«J X* 

rSa« 6ab2 b^lj, / ^Sx 
■*'Lc» "*" c» '*"2c*j35j X» • 

fx*Bx r_a^ 6x* / a b» \ Hab b» " l 

^ X« "L 7c'*"28c» V21c»'*'84e*/*'*"420c»'*'210c»J 



[3a^ 9ab^ 3b*-| 1 Pdi 
c» "*" c» ■*" 2c*j63^ X« 



1 
_ X^ 

8x 



BE 
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Erste AbtheiliiBg. 



Tafel LYL 



a + bx + cx*. 



1 






20» - 2)cX'' 2(/* - 2)c J x"** 0* - 2)cJ X"** * '^ 



/ x'8x 



/ 



x»8x 



X* 



/- 



x*8x 



— ^^ /b^_ji\x^_/b^_ 
4c 3c***"Vc» cV2 Vc* 



2 ab 



\ rb* 



3ab' 
2 c« 



2c» 



*'li Y r"'* Sab» 5a*b-l f*Bx 
rsb^ 

L4c» 



2bx 



^*_ab^ 
4c» c* 



2c» JX 



Sab» 15 a 



2 c' 



ISa'b l fSx 
2c» AJ X* • 

*-\i r^ 5ab^ 5a«b- | f9x 

y X» Ll2c»~ 6c* "•■ 2c» jj X» • 



b« 
24c* 



ab* 3a»l 1 
2c*"*'4c 

X* 



/ x»8x r^ ^ ^ jH-L «'b A« 
X« " bc"*"6c»"*'2c»"*'6c»Jx»^2cy X* * 



9 



ax 



• abx ab' 



f 



c 6c'' 21c» 56c 



' a» 11 / ab« 3a'b\ fBx 



*> Die voUst&ndige EatwickeluDg der allgemeinen Formel isl liier nnd auf der fol- 
genden Tafel ihrer Weitläufigkeit wegen nnlerbliebeo. ' 



Integrale ntioad^r Ponctionen. 
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r 



Tafd LTIl 



X a a + bz-f-cx\ 



fi 






X» ^^5 b /V 

(2iit-5)cX''^2M-5*cJ X 



Öx 



X*^* (2a* 



>a /*x*8x 

-5)cJ X"*' 



/ 



x*öx 



x^ 

5c 



bx* 



s- 



x*8x 
X* • 



/b? '^V'^Y^'^^abxx* /b^ 3 ab* a^\ 
4c« "^Vc'^cVa Vc« c» /2 "*"Vc»"' c* '''cV'^ 

/b^ 28*2 3a»b\ , /b« . Sab* 9a*b« a'x /*Sx 

V2c«~ c» "^.3cV *^ "^W*" c* "^ 2c* ~c»|/X * 

• bx* . /3b» 2a\ /2b» 3«b\, .. 



3 c 



j . 



9ab» 3a» 



c 

15 ab* 
2c* 



/- 



Ja»\ b^ 5ab»-|j 
c» /* "*" c» "■ 2c» J X 

19a»b« SaS/* 
.c« c« 1/ 



9x 
X» 



x*öx 



'S 



* 3b r/9b» 3a\ .^/19b» 3ab\ . 

} 

/b^ 13ab« 4aS i_ 
^V4c« 



b^ 
8c* 



5ab« 15a»b« .5a 
2c» ' 2c« 



3ab» 
2 c» 

Öx 



a^-IJL 
4c* Jx» 



5a*\ /*Öx 
c»// X» 



/- 
/- 



x*8x 



x*8x 



L 



L3c 

[x^ 
5c 



bx^ 
c» 

bx* 



(^■-!?: 



")f 



X» 
alnc» 



ax' 



a»x 



12c» ^ 3 c» 

ax* abx* 
■7c» 28c» ■' 

ab* a»b» 



( 



7 c» 
ab* 



a*x-| 1 a^ röx 
c»Jx»"*"c^ X* 

56c*J^"*'Vl4c*"^7c»^ X» 



84c^ 



21 



Ic»/ 



ab» __ 11 a'b- | 1 
210 c» 420c* Jx» 



420c»"^ 7c« 21 



a» \ föx ' 

2i^|f"xr- 
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Erste Ablhdttung. 



Tafel LVin. 



X Ä tH-bx4-«xV 



Bez. A «=» 4ac — b*. 

Aügemeine Formeln zu Tafel LH bis LYII. 

2cx4.b . 2(2fA — 1) 



r^x 2cx4-b 2(2f^ — 
fxBx ___1 A /! 

/- 



cTöX; 



Taf. LIL 






s. Taf. Lm. 



x"9x 



1 Cr-'^hx b pc"-'ex a /*: 



x"^*8x 



X^i 



(2/i-nn-l)cX'' 

m-l a /^: 
— m+l* cy 



~2/*— rn-Hl *c^ x*" 



9x 



x?"-*öx 



2^ 



y.+i 






■ ^ » 



/- 



x"öx 



jf!«"'""' 



^/^ 



8x 



x"*» • 



(m 
(m 



Die Coefficienten ai, erj, • • • • a„; /9 folgen ans den Gleichungen: 
2/t— l)cai — 1., (m-2ii*— 2)ca,+(m^^— l)b«i a> 0, 

t 

-2/i — v)cav + (m — ^— v + l)bciry-.i-H(m— v + 2)acrK_a » 0; 



(för y as 3, 4, ••• • m) ' 
und ß SS ^baa— aao,.!. 



/ '8x 



/*A 



y C"-i)> /* cV_i_ . 0«-i)A /4c\» r 8x 



(^-IX 



In dieser Formel kann für X jede ganze Zabl zwischen 1 und ft ge- 
nommen werden. Fär A <• /i erhält man die Formel in Tafel LII. 



■■«V 



Integmb rilioiiil0r FinieUoneii. « e? 



a+bx-Hcx^; ' 



Bez. A ^ 4ac — b^ ; qf s -^ . 






J ^9x 1 . x^ 1 '^l b(2cx + b)g,- i a'^« hß fSx 

xX^*'" 2a^* ^X"*"2a'';äLi' A Jr iT^X * 



A=B-y 



Die CoSfBc sind: «, - J ' tH'~fs -^i ß " Z^^-Öa^V; •) 



für A a« 1, 2, 3 •••• ju. Man hat auch 
2(2v — l)qaK «= (v— l)ay-i— 1 , für » — 2,3--iU und 2qai «■ /?— 1. 



Jl^ = 2a '"^ X ~2aJ ^r 



r^^ * w**^ 1 n K2cx-#.b)-| b ,, „^röx 
JlX*--2?''«X- + 2ixL* rä-^J-2i5(^-^2q)y-x- 

Ax 1 i„„^ . _l_r4^ «1 b(2cx-f -b)n . o «1 
J xX» " 2a«'"*^X '*'2a'xL*"*"2Xj — 2a«AX V'^^'^Wil 



-l,[l+2q + 6q-]J- 



8x 
.X 



/*8x 1 ■ X* _1 r. ±_ ' J^ a* -| b(2<at-t-b) r 

J xX» ""28» *^X ■*" 2a«xL "*" 2X ■*" 3X» ■*■ 4X»J 2a«AX L ^^ 



~ J^\} "*■ ^' ■*" ^'* "*■ ^^"^ "^ ^^ 



•l/-^^ 



*) Statt desMn kann man aach «chieibea ß as JS^(-*));^(— 4^^^ d. k. /9 eototehl 
aas der EofwickluDg von (i — 4q)~'. 



wm 



68 - Ende Abtiieiluttg. 



Bez. A « 4ac — b». 



f 8x __J 0* + l)br 8x (2,<i-f-l)c /* 



rl Cc« + l)b / (2a + l)c Qm- l)b*\ 2 ex + h -1 
Lax 2^» """V ^a ~ 2/*a» ,/ i\ J 

(fi + DhfBx / (fi + i)h* 2(2/«-H)c \ (2/^-l)c /*i 
«' J xX" V ^a» fi» ) A J 



8x 
X 



/*8x ^, X_i_ /^_£\r 

J x»X " 2a* *^ X» ax "*" V2a» aJJ 

fdx b., X J_ rbf_3bc /b^ 2c\ "i 1 
Jx^X*" a» ^^ X» ~ a»x "*" La« a "^ Va» ~ a /*** J AX 



_/b^ 6b«c 6^\1_ f 
Va» iF"^ a>'AJ" 



OK 

X 



fBx rj_ 3b /5c 3b«\ 2cx + b -| 1 3b /*dx 

Jx«X» Lax"^4a»"*'V2a 4aV A Jx» a'J xX» 



/ 3b* _5c\3c /^ 
\2a* a/Aj 



Öx 
X* 

"8x 



fBx rj_ 2b /7c 2b* \ 2cx + b -| 1 4b /^8x 

^x*X* " Lax"'"3a*'^V3a 3aV A Jx» a»^ xX» 



^ xX« 

7c\10c/'8x 



/2b« 7c\10c /* 
V3a« 3a/ AJ 



'S 



rSx rj_ 5b /9c 5b*\ 2cx4-b Tl 5b r8x 

Jx*X» ~ Lax'*"8a»"*"Ua 8 a»/ A Jx« a«J xX* 

/ 5b« 9c\7c /*8x 
"*"\4a« 2a/ AJ X* * 

J '8x r^ 3b /llc 3b*\ 2cxH-b- i 1 6b /"Sx 

x»X« '' ~ Lax "*■ 5a« "^ V 5a 5e?) A J X» ~ fi*J xX* 
/3b' llc\18c /*8x 
'*"V5a* 5a/ AJ.X» ' 

J ^8x _r^ 7b^ /13c 7b«\ 2cx-4.b -i 1 7b fBx 
x«X^ "° Lax"^12a«"^V6a 12a«>/ A JX* a*^ xX* 



/7b« 13 c\ llc f 
V6a* 3a >^ A^" 



■B 



Integnto ntiooder Ftoncfioneii. 69 



Tafel LSL 
u-t-bx-t-cx*. 



Bez. A » 4ac — b*. 



f 8x 1 M + 2 b / • 8» (fi-i-i)cf 8x 

J x'X'*** " 2ax*xr 2 ■ aj x'X"-*^* ~ « J xX^** * 

r 8x ^r i . 0*+ 2)b l l' ^f,,,_ .s { (f* + 2)b» c\ /* 
Jj'X'** L~2ax*"*" 2a*x Jx^"*'^"*"*^V 2a» a(/ä 



dx 



(M + 2)(2/i-t-l) b 
2 a» 



efbx 



Ax 1^ ^ /b» jc^\ X* /3bc b^\r 

Jx'X" 2ax«'*'a'x"*'V2a»~2a»/ ''^X"*"V2a* .2a*/f 



8x 
X 

8x 



rSx r 1_ 3b -11 /3b« 2c\ /*8x 9bc/^8x 

J x'X» " L 2ax«"*' 2a»xjx "^ V a» a ^ xX» ■•" 2a»J X» * 

fBx r _1_ 2bni /6b^ 3c\ fBx lObc TSx 
J x«X» " L"2ax»"*"a»xJX«'*'Va« " • )J xX' '*' t? J X* ' 

fBx r i_ 5b -1 1 /10b» 4c\ / *8x 35bc /*8x 

J x»X« " L 2 ax» "*■ 2a»xjx» "^ V a» a ^ xX* "*■ 2a» J X* 

/*8x r__l_ 3b-l^ /15b* 5e\ /*8x 27hcfbx 
^x»X»"L 2ax»'*'a»xJx*"*'V a» a>//xX»"^ ■*»/ X* * 

/*8x r 1 , 7b 1 1 /21b» 6c\ r8x 77bc /*8x 

/x»X» " L 2ax»"*"2a»xJx»"^V a» a>{/xX« ■•" 2a»^ X» * 

/*8x r 1 4b-i 1 /28b« 7c\ /^Sx 52b c TSx 

Jx»X'"L 2ax»"'"a»xJx«"*"V a» t }j xX' "*" t? J X? ' 

fbx r _1_ 9b -1 1 /36b» 8c\ TSx 135bc /^8x 
Jx»X»"L~2ax»"*'2a»xJx''^V a» ""a//xX«"^ 2a» J X» * 

CBx r J_ 5b-ijj_ /45b» 9c\ /*8x 85 bc /'Sx 
Jx*X» " L 2ax» "*■ a»xj X» '*"V a» a |/ xX* "^ a» J X» * 



■ü 



70 



Er&te Abtbdthiiii:. 



Tafel LXII. 



X =5 a H-bx 



cx^ 



f. 



9x 



Öx 



Bez. A = 4ac — b*. 
ifi-h3)h r öx. (2/* + 3) 



^X"** 



aax'X" 3 a 

1_ C« + 3)b 

Sax»"*" 



!f. 



■yt-Hl 



3a 



Jx'X'" 



X*^* * 



6a»x 



Svl 



e 



(2|M. + 3)c 0i + 2)CM+3)b«\n 1 



3a* 



6a» 



(^-)o*->(^~n^)/. 






8x 



iX"-^' 



r9.^^i^/'Ö^i±^ (M + 2)(itt + 3)B*o \ röx 



fBx 
Jx*X - 



/bc_b^\, x^_ 1_ _b /b^ 

Va» 2aV *^X 3ax»"*"2aV Va« 

/^ 2b*c b' 
■*"Va»'" 



aVx 



J^^ "^ [ 



a» 2a 
1 • 2b 



m- 



3ax* 3a«x« 



fBx r 1 

^x«X»'°'L 3a 



/5o 6b«c\ Tdx 
Va' a» // X» • 



/5c _2b«\l-ll^ /ßbc 4b»\ /^8x 
"*■ V3a« aVx Jx "*" V a" a» ^^ xX» 



ax» Oa^x* 
35 c» 50b* c 



^x«X* L 3a 



jx«x» L 



\3a« 3a» /xj 
/ 35C» 500' c \ /*8x 

V 3a« ~ 3a'' )J X» * 

b . /3c_5b«\ 1-|J^ 

ax" a'x»"*'Va* a»/xjx» 
/21c« 35b«c \ f^x 

V a» "" a* ^ X* * 



/12bc 10b*\ /'8x 
V a« a» //xX 



■)/Ä 



/20bc 20b» 
V a« a 



)/Ä 



a 
7b 



( 



3ax» " 6a*x 
33 c» 63b» c 



7b /11c _ 7b^\ 1 "1 i. . /30bc 35b^\ fSx 
6a»x»'*"V3a» a»/xjx* "*" V a» a» // xX» 



Jx^X« - [^ 



a» 
1 



+ 



a 
4b 



3 



3ax» 3a»x« 
i43c« 308b^c 



/13c 28b»\l-|l 
V3a» 3aVxJt* 



/42bc 56b*\ /'Öx 
V a» a» y^/'xX'^ 



/ i43c» 308b»c\ /*8x 
V 3a» 3a« >// X* • 



)/^ 



HBam 



Integrale ralioiialir FtneHonen« 71 

Ttfel LXDL 
X = a + hx+ ex*. 

Bez. A *■ 4ac-'b'. 



X^-Hl • 



f bx 1 0*H-4)b/*8x 0* + 2)c r; 

Jx*X''*' '' 4ax*X'' 4a Jx^X"*' 2a J x' 

r_Öx_' r_ _l_ Oi+4)b / 0i+2)o 0i+3)Ct«-t.4)b* v 1 
J x*X^^ L 4ax*"*" 12a'x* ■*'V 4a« 24a» / x* 

/0*«>-2)0ff-3)0i + 4)b* (5^* + 28^-f-24)bc \l-ll 
\ 24a* " 12 a» /xj]^ 

+o*+i)o*+2)(^ 24iF w^^2^yjtxr'' 

^r9„u.o^<lüi^)^-*-3)0l±^b!^ (5/t»H-23^+ 24)bc«x /"öx 
+(2/«+l)^ 24-.^^ i2F ;j3Ff 

— ■■_■ *A-^ - ^ ^ -- ■! - -- ■ 

r_bx_ /h* 3b*e ^\ j^ 1_ b /b* c\ 1 

^x»X"v2a» 2a* "^2«'/ "^X 4ax*"*"3a»x» V2a» 2aVx* 



_/^_^M /^..Sb^ 5bc*\ f 
W vf)x V2«» 2«*'^2aVJ 



dx 



J ^8« r 1 5b /H_51'\J_ . A5b^ 13bg\ill 

x»X»"'L 4ax*"^ 12a«x»''"V48» 6aVx»"*'V2a* 3aVxJX 

/5b* 12b*c 3c* \ Chx /JSb'c 13bc«\ /^8x 
. ■*■ V a* «• "*■ a* /J xX» ■*■ V 2a* a» >(/ X« * 

/ ^8x r 1 . _b_^/'^_5l^Mj.^^b^_15bc\l-iJ_ 

J x»X« " L 4ax« ■*■ 2a*x» "•" Va» 4aVx« "** V a* 2a» / xjx» 

\ rSx / 25b« c 75bc* \ /^9x 
y/ xX« "^ V a« ~ 2a« >// X« 



/ 15b* 30b« c 6c| 
V a* a» ■*" a« 



Cbx r 1_ . _7b_ /5c Tb^J^ >^5b^_23bc\l-|^ 

J x*X* " L 4ax* "*" 12a«x» "•" W 4a»/ x« "^ V 4a* 2a« /xjx» 

/35b* 60b«c 10c«\ C^x /2 45b«c 161bc« \ /*8x 
"*■ V a* a» ■*■ a» // xX* "^ V 4a« ~ 2a» jj X* 



■B 



72 Erste AblheiinBg« 



mmmmmssaaBom 



Tafel LXIV. 

X st a+bx + cx*. 

Allgemeine Formeln za Tafel LIX bis LXni. 



C 8x ^ 1^ ChTi b r 8x r_9x_ 



r 8x 1 ^.^m — 1 b r 8x 

Jjn.x^+1 •=• (m-l)ax"-*X^ m-1 * a/x"""** 



2,a + m — 1 c /' Öx 



^m — 1 c /* I 






öx 



Die Coefficienten ergeben sich ans den Gleichungen: 

(m— l)aai + l = , (m— 2)aa, + (/i+m— l)bai «= 0, 

(m-^y— l)aa,^t"l-(Ai + m — v)bay-f-(2iEi-l-m — v4-l)caK-i « 0, 

(für V = 2, 3, m-2) 

ß » (u-f-l)[b«^t + 2ca„^d und y « (2^ + l)ca^i. 



an 



Integtde nüUM^ FuncBonen. TS 



X m a+bx^-*-ex^ 



Tafel LXV. 



1. b* — 4ac positiv. Bez. Kb*— 4ac = g. 

Bx 



/ Bx 2c f 9x 2c f 

X " g J2cx>b-g gj2cx« 

/Vöx_ ^ g-b /* »x g-f-b /]__ 

J X "" g ^2cx»+b-g"*" g J2cx« 



+b-»-g * 

dx 



+b+g* 
2. b' — 4ac Hegaüv. Bez. q «b 1/- • C!oS8 = — -rp=. 



/- 



dx 



1 x'-f-2qxCos2 -f-q' 4 2qxSin5 

iT- =" ;log -^ Hl Ärc.tadg-^-5 — ^. 

^ Scq'Cosg x« - 2qxCos | + q^ 4cq»Sin^ 9 -^ 

■/ * ■ . 

x»9x 1 , x»-2qxCos|-l-q« 1 . _ 2qxSin| 

= log = — : — I — . ArcTOT g , V, . 

8cqCos| • x»+2qxCosi-t-q« 4cqSt»| *~* 



/ x»8» ^ 1 /*je-^ax b fxr^^Bx a /* 
X^+i " c J x^ c J x*^* V 

/*. 8x 1 rox b /* 8x c /* 8x 

J x-X'^* " aj X- X" ^ aj x— "X"** a J x"-^X'^ 



j f>-^ex 

X/H-l 

dx 



/r^Sx. •<2<y:*+b)x»-* (4/t— m— l)c fx'Bx 
xr* " 2i«(4ac-b*)X'' M(4ac-b») J x'* 



(m-Db /• 
2/[t(4ac-b»)^" 



X— 29x 



X" 

'X* 
(2MH-m — l)t>*-2(4jif»-in — l)ac/'8x 



J' Öx , bcx*.-f.b*-2ac (4|i* + m-3)bc/* da 

lr¥^r 2^,»(b*-4ac)x--*X'' 2Aea(b»~4«c)J x"-=* 

l)ac /*ft 



2^a(b«-4ac) Jx"X 



10 



74 Brste Abtheilung. 

Tafel LXVI. 

X t^ a-f>bk> + ex«. 



Bez. A «* 4ac— b*. 



fbx bcx» + (b*- 2ac)i (4/* - 3)bc /*»« 



dx 



2(4ii*-l)ac-(2^-l)b» 



l)b* /*8x 
J X" 



2f«aA 

"8x 



/ x*8x 2cx^-^bx (4^-3)c/*x*8x b_ / *8x 
X*^' '".2MAX'' "*" /*A J X" . 2MJ X'* 

I— =- und 1— y — s. vorige Tafel. 

/*8x bcx» + (b'-2ac)x bc fx*Bx 6ac-b* /*8x 

J X» ■ 2aAX 2aAj X ■*" 2aA J X 

/ *x*ax 2cx*+bx c /V8x_ ^ / ^8x 
J X« " 2AX "^Aj X ~2AJ X • 



bcx*+(b*— 2ac)x 3 (b*- 8 ao)bcx*+(3b* - 25 ti)*c+28a*c*>: 

' ÜÄX« "*" 8a*A»X 

3(b» — 8ac)bc Tx^Sx 3{b*— 9ab*c+28a»c*) /"öx 



/ 8x 
X» " 

)«--8ac)bcrx*8x 3(b*— 9ab*c+ 28a» c«) /* 

8a«A' J X "*■ 8a'A' J 

/x*8x 2cx«+bx (b'+20ac)cx*4-(b»4-8a c)bx (b*+20ac)c T 
X» "" 4AX» ■* 8aA'X ■*■ 8aAV. J" 



X 

x*8x 



(b»-16ac 



8aA 



« 



)b Tax 



/*8x _ bcx»+(b^— 2ac)x 3bc fx*Bx 5b«--22ac /*»x 
J X« 6a AX* 2aAJ~^^ 6aA J X« 

/V8x_ 2cx* + bx 3c fx*Bx b Tdx 
J X* " 6AX» "»"Aj X» "6AJ"^* 




lategral» ntteukot Fonoltoneii. 



75 



BEB 



Tafel LXVII. 



ft-*-I)X* + OX\ 



Bez. A =» 4ac — b*. 



/- 



x*8x (2cx*+b)x* (4;«_5)c 



y«-i 



2/tAX'' 



f«A 



5 /*x«8x 3b A*ax 

J X" 2MJ X" * 



/- 
/- 



x*9x 



£_£. /1^_- /*x* 



9x 



x«8x 



bx*H-2ax 

2AX 



£ A^_ b_ /^ 



x«8x 



x«8x 2cx» + bx« 12bcx»-»-3(b*-»-4ac)x 3(b' 



X» 



4AX' 



8A'X 



' -»• 4ac) /^8x 
8A' J X 



3bc/V 

"2A[; ; 



8x 



/x*8x 



2cx^ + bx* (4ft — 7) 
ZfiAX" mA 



c /^x*8x 5b / *x«8x 
^ X" 2f«AJ X" 



/- 



X» 



3c c» "*■ cj/ X ■*'Vc» c/f 

ab /*8x 
~2cAj X 



dx 



x*8x (b» — 2ac)x« + abx 



X 

6ac— b 



:/- 



8x 



2cAX 2cA./ X ■ 2cA / X 

2ci' + bi» (7b» — 4ac)x» + 12abx 3ab /'8x 



4AX' 



8A»X 



3(b'H-4ac) rx«8x 
8A« J X • 



3ab f 

2^V 



10< 



76 



Erste ▲blheilnii.g. 



iWelLXVBL 



a-f-b»*-4-0x** 



Bez. A SS 4ac — b*. 






dx 



dx 



2cx» + b (4ft-H) 
b ex' + b*— 2 ac (4^ 



c/ ^8x 



3b /*8x 

2/*AJx*X''* 



dx 



.«X/«+i 



2ftaAx'X'' 2jiia 

2(4^ + 3)ac - (2/* -l- 3)b 



i)bc rsx 

A Jx'X" 



2/iaA 



«r8x 

Lfx*x''* 



rSx ^ _l b Ax c /V 

Jx»X " ax aj X aj 



ax 



x»X 

dx 



b_ /b» c\ rSx bc /Vdx 
a'x'^W l)J X "*" **J X • 



Jx'X»- 



2cx' 



3b»+10ac Sbä + Zabcrax 



2Ax'X 2aAx» 
(3b»- 



2a»Ax 



2a»A 



/*8x 



10ac)c /*x*8x 
i'A J X 



c/*8x 



2a'A / X 
bcx' + b» — 2ac 5b* — 14ac 19abc-5b» 



2aAx*X ^ Oa'Ax»" 
24ab*c-14a*c»-5b« /*8x 



2a»A 



)«/*8x 



2a»Ax 
(19ac — 5b 
2a»A 



^/- 



x*8x 




2cxNhb 
4Ax«X» 



9c /'Sx 
2A^ x»X« 



3b 
4A 



/*8x 

Jx^X» 



bcx* + b* — 2ac 
4aAx*X» 



5bc C 

4aA^> 



8x 22ac— 7b« 
x»X»"*" 




Integrale ratioaddr FmcBonen. 
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i = a + bx' + cx*/ 



Tafel LXDL 



1. b* — 4ac positiv. Bez. )/b* — iacasg. 

öx 2c /' Öx 2c / '. 9x 

2cx^-Hb-f-g * 

x9x 



/ 8x 2c r j&x 2c r 

X "• gj2cx»+b-g ej2 

Cxhx 2c /* x^jt 2c /* 3 

J X *" gj2cx*-i-b-g gJ2cx» 



X 

x»8x 



/- 

/x*8x 



g f 2c3?+b 



b+g' 



b /*. »X g + b/* 8x 

^2cx»+b-g'*' g J2cx.'+h+e' 

b C . .x8x g+bT x8x 

g / 2cx»-l-b- g "*" g ^ 2cx»+b+g * 



g-Ib 



2. b* — 4ac negativ. Bez. q 






Cos« as — 



c - 2/ac ' - 



Jlog(x'-2qxCoßeo + q') = Po , Jlog(x*— 2qxCoS€i+q*) 
Jlog(x* — 2qxC0SCa-+-q') = Pa*. 



P|> 



Are. Tang 



q — xCosco 

xSme, 



Are. Tang 



q — xCos€i 



Oo > ArcTang 



0,. 



xSilKi 






q — xCmsx 



«0. 



/- 



8x 



1 r- 



xOx 



x'öx 



Scq^Sine 

1 
3cq*Sin€ 

1 
Seq^Sine 



[: 
[: 



Pa Sin 2 6o - Pi Sin 2 «i - P, Sin2 «al 
Oo Cös2€o + OiCos2€i -f- Oa Cos 2e J ' 



Po Sin 60 T Pi Sin Ci — P« Sin €, 
Oo Cos€o -H Ol Cos6| -H Oa Cos «a 



/x«8x 1 r. 
X "■ 3cqSia«L 



1 
'1 

CaJ 



Po Sin €o + Pi Sin 6| + P, Sine^ 

Oo Cos 60 -h Ol C0S6i -I- Oa Cos 

Po Sin 26o + Pi Sin2 «i + Pa Sin2 «a"l 
OtCos2«ö-f-OiCos26i-<-DaCos2€sJ * 



7S Erste Ablheilang. 



Tafel LXX. 



X SB a + bx' + cx*. 
Bez. A B 4mc — b\ 



x"-*8x 



/ x"8x _ 1 Ct^^hx b /*x«-«8x a /* 

r 8x ^ 1 rSx b / * 8x c / * 8x 

Jx"X'^' ajx-x" ajx— »xr* ajx— *X'^* ' 



8x 



/VSx _ (2cx»-»-b)x°-» 2(6At— m-l)c /VSx (m— 2)b /*] 
J X"*^ ~ S/tAX" "*"• 3M J X" "" S/iA J" 

/* 8x ^ bcx« + b* — 2ac (6^-nn — 4)bc /* 
^x-X"** "* 3iitaAx"^X'' 3/*aA J j 



x*-X^ 

2(6ii*-M n-l )ac-(3^-nn-l)b' / *8i 

3^aA ■ /x"X<*'- 



r8x ^ bcx« + (b' - 2ac)x 2(3^ — 2)bc /x*8x 
J-Xr^ " S/zaAX" 3^aA J X" 



2(6^--l)ac-(3iit-l)b«/'8x 

3f*aA J X" ' 

/ x*8x ^ 2<ac« + bx 4(3it* — 2)c A'bx ^ b /*8x 
X'*^ - S/tAX" "^ 3a»A J X'^ .3a*AJ X" 

/*8x bcx« + (b' - 2ac)x 2b c /x«8x 2(5ac-b*) Ax 

J X* ^ 3aAX 3aA^ X "*" SaA J X ' 

/VSx _ 2cx* + bx 4c /V8x_ 2. T 
J X» - 3AX "^3AJ X "3AJ" 



dx 



/*x8x _ bcx* -H (b« — 2 ac)x* (6/1* - 5)bc /*x* 8x 
J X"** "^ S^aAX" 3/4 aA J X" 

^ 4 (3i* - l)ac - (3^ - 2)b» TxSx 



:/- 



3/*aA ./ X" 

'x8x 



/x*8x 2cx*-f-bx* 2(6/* --5)0 / *x*8x 2b A 
J X'^* ^ SMX" "*" 3/«A J X" ^SfiAj ' 

J fxBx bcx''-Kb«-2ac)x* bc /*x«8x 8a(;--b*/x8x 

./ X» ^ 3aAX 3aA^ X "*■ 3aA J X 

x*8x 2cx'' + bx* .J2c /Vöx 2b ASx 
X» •" 3AX "^SÄJ X ■■3AJ~X~* 



HB 



Integral« rattoiialer PoBeßonen. 
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X ö a+bx"-f-cx**. 



Tafel LXXL 






1. b* — 4ac positiv« Bez, b' — 4ac « g* ; m<n. 

"^ g^2cx--Hb-g g^2cx"4.b-f-gV 

x'-^-^^Sx g-b r x«"^8x g-hb r x^-^Sx 
X "^ g J2cx-^b-g"*' g J2c 

2*. b* — 4ato ttegaUT« Bez.q«l/-5 Cose — —17= ; g^*^ "^^^^^ 

r c 2Kac " 



+b-hg ' 



ilog(x^-2qxCose;^^q') s- .;» , 



S- 



x"-*8x 



i=B-l 



in< 2». 



ArcTang ^^'°^^ 



Oxc. 






[— P;(Sin(n — m) fi;t -*- 0/*Cos(n — m)«;^] . 
2 



(q* x*«-"»-*^ q*»-^ x^*)©x 



2 P;.Sin(n — m)8;i. 



ncSine 
Ig 



Anmerkung. Diese drei Formeln kommen anf diejenigen der Tafel LI larack, 
wenn man ss + a «laU e schreibt 



Bez. A =» 4ac — b*. 



/- 



x"8x 



8x 



1 /* x"-'''8x _b /V— 8x _ a /'x**-"' 

V X" . %) X"** c/ X"^ 

1 /*8x' b /* 83g c r 8: 

aj x-X^ «/ x"-X'**» »J x"-*" 



x"8x 



8x 



'X"*-* 



X C i . ox 

2cx'-f.b ^^^^ 2(2^n-m-l)c / x''8x (m-n-»-l)b / x"-'8x 
^nAX" >nA J X?* ^»A J Xr ' 

bcx"+b* — 2ac (2^n — n + m --l)bc /* 8x 

2(2^n-»-m — l)ac— 0«n + m — l)b 

/unaA 



I 






:p 



I^BB 



80 



Erste Ablh^iliiBgr. 




Die Gleichung X s habe drei angleiche Wivzdn r^ T^y i^s» 



f(x) a 3CoX*+2CiX+C, 



äi* 



i=.>crr. 

1« Wenn die Wurzeln der Gleichung X tr« aDe reell sind, so kt: 



r- - f|r)'**8^^'-''^"^f|5^*'^^*-''^-^ffe'**^^''"'«^- 



2. Wenn die Gleichung X =» 6 zwei imaginäre Wurzln hat, nämlich 
r, B a + /9i , r, sa a — /9i , und die dritte reelle Wurzel mit r be- 
zeichnet wird, so ist: 

8x 






X 

'x8x 



^^ [log(x-r)-Jlog [(X -«)«+/?»]+ f^ArcTang^] . 
j^^[rlog(x- r) - ir log[(x - «)»+ /?»] 



^ Are. 



Tang ^] . 




Integnto r8liöiHiI6r Ftaidlonen. 
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Foiisetzong. IWel LXXII. 
X,B» CoX'-f-Ci^x'-f-OaX + C^. 



/- 
/- 



X"9x, 






r'-'öx 



X'^* 



(3^-nn-2)c,X' 



Sjtt— Tn+2 



CoJ" 



2;« -rm + 2 
3^— m + 2 

x"-28x m — 2 



X'*' 



V x"^ 



-*ex 



X"*' 



/ x«8x ^''. 1 2Ci r 

/- 



x'Sx 






3/x— m+2 

Öx 



t/ 



x^-^öx 



J^t 



(2^-1) CA 1 
3jM-lLV c, • 3iMCo* /x'* 

/ a(2MK' Ct«-i)c,S Aöx ;. /'c, . (2^-i-i> 

' \ *■' 3 Ca -• - Ca 



t— 1 LV c. 



"0 ' A 

if X'^* ^\c."^ . »c.» //X'^U' 



Bezeiclin«: Co = r-^ ; Ci 

"Co . 









8<5,' 



8- 



0. — 



-D~ ' "» -'- r -B~ ' ''• 



C, « — 6 c, c Ci — 2 Co c/-!- 4 c^c, - ^ ; C,C,- C,C»' « D 5 

y Co 

'3c^C,+2CiCi) . ' C;h-2c,C, 

'r — D • ' ' '»" — :d^^ • 

Die TorsteheiidenCciefficientenC«, G„ C,, C« entspringen ans der .Ent- 
wickelang: ■ ., 

y/9Xx-»' . ^« . C. C, C. 

^Vöx/ " «"*"•■*■ 3 c,x"*"9c;x«'*'27c<?^ 
Rednctions-Formeln, 



/ \ 



"^ 3,* . jx" : 



1- 



3/t*— 2 
3/i 



8ji*— 2 






CjVo 

SCoJ^X" ' 3^ 



y X-, 
fxbx 



n 



11 



83 Brat« AMkeHMf. 



Tafel LXXm. 

X a C,X*4-CtX**f-C,X-t-C«. 



f Bx 1^ /*8x c, /* 8x c. f ex Cj /• 

/* Ox ■ 1 (3/i + m-l)c,/* dx 

J x-X'** * "(to-l)cx— ^X""" (m-Dct Jx— *X'** 



8x 



8x 



(2At + m — l)c, /* dx (^ + m-l)c,/* 8x 
(m - De Jx-^X"*» ~ (m - De Jx-*X'*^* * 

" ■ ' ■ I— ^ ■ ■■— ■ ■ ■ I ■ ■ mm^ -» ■ II ■■■III. * ■ ■ !■ ■ I ^^^w^i^»^^^^ ■ 

Aöx 1 e /*xOx 2c, / *8x 1 /*dx 

Jix^ " 3fiCX'* 3c J x"** 3c, J x'^* ej xXT * 



/ 8x 1 , j^ ^ /x8x 2c, fBx 

xX ■ 3c,'"^X~3c.J X 3c,Jf X • 

fbx 1 1^ rex c, /x8x 2c, / *8x 

JxX* " 3CiX cJ xX 3cJ X» '"3c,J X* * 

f 8x 1 (3/« •«- l)c, /*x8x (2^ -t- 1 )c. /* 

jx*xr* " cxx" ct Jxr* c J" 



• • • 









8x 
8x 



xX^^* 

"xSx 



/l8x_ __ r(tt + 2)c, 1 1 i (/<H-2)(3A*+l)c,e, /* 

Jx^Xr* L 2c,»x 2c,x*Jy'*" 2 c,* J~ 

. /(ft4-2)(2iit+Dc,c, (3ft-^2)c, \ /* 



8x 



8x 



V 2c,« «• if xX'*** 



^^9B 
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Tafel läaOY. 

X «a Co** + CjX^* -f-CaX^2 -*- -I- C.-iX -I- C, ai f(x). 



In dieser Tafel ist m eine positive ganze, /i eine beliebige ZahL 



/ X"8x i_ / *3C— «&x i V g A— "8 

/V"8x ■ X— '^' 'y (a—v)fi'-m+n—i c, C: 

J X"** °* ""(n^-m+n-l)c,X" ffl n/*->n + «»-i V 



x *-''8x 

r.O+1 " 



J X nc. » j^ nc, J 

» 



X-*-* 8x 



/* 8x 1 ^ y|i + m-l c^ /* 



dx 



.m— yv/»-*-! * 



8x 1 



*)-X'^* - (m-l)f(«0(x-a)"^*X'' 

»^+m_--l i^ C 
n-l) * f(«)J( 



8x 



Jix^»fr^' f(a)(x-a)X'' "^ '<(«)J(: 




- a)X'*** 
v^-i-1 na) f (X — a)"-*8x 






X"*' 



U' 



81 



Erste' Abtheilang^ 










r eine Wurzel der Gleichang X ob 0, oder f(r) 
8x ^ 



D. /U 

c/(x-r: 






1 r 1^ 



X" 



v! 



J(x-r; 



X 

•)X''** 



0* + i)f « 



L(x-r) 



'x"-^*. 



ä 

r 8x 

JCx-r/X"** 



)X'' 



1 r 1 

0t + 2)f(r)L(x-r)'X'' 



■2 

v=3 



V]ltHr-2 






y! 



n-)p^5t] 



'"*/(.-r^'-' 



• • • • 



Die Formel C folgt aus B durch Einsetzung yon x-«-ä für x, und von 

4 . i 

f(a) für Cny f(a) für c,-i, jr(a) für c^«, aUgemein -^ f'Ca) für c,^ 

Die Formel D folgt, jndem man C mit f(a) multi^Iic&rt, hierauf a^a r 
oder f(a) » setzt und m + 1 für m schreibt^ — Sind noch mit Y(r) 
zugleich mehrere Ableitungen NuD, nämlich f(r) s 0, f'Cr) a 0» • • 
f^->(r) 8 Oy fi(T) aber nicht Null, so ergiebt sich folgende ReducUod): 

f 8x A! r 1 

J(x-r)-X'*^* "* (ifi+m+A-l)P(r)L(x-r)"^^-*X^ ^ 



l«a 



^l+l 



vi 



Jix-T)lir' * " (A + l)f*wl-(x-r/X^ 



iSJU: 



.^«'/-^^^^l^^] 



Anmerkang. Obgleich die aU geroeinen Formeln der ersten Abtheilang snnichsl nqr 
von rationalen Fanctionen gelten» so ist doch die Bedevtong eines grossen Theiles der- 
selben nicht auf ganzsahlige Werthe der Exponenteti beschrinkt^ In wie weit eine Aus- 
dehnung auf gebrochene Exponenten gestaltet ist, lilsst sich in jedem einzelnen FaUe 
unmittelbar aus der Ansicht der Formel enlscheiden. 






>' ; 



I- 



,. . / 



., .•/ 



<• 



Zweite AbtheiluDg. 



Integrale irrationaler algeliraisclier 

• • • 

Fwctionem 



ifi. I ■ ■■ ,1 
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Zweite Ablheiliingr. 



Allgemeiner Satz über die Reduclion yon yip(x)'XV''^üx. 

Ans der Ansicht der letzten Tafel Toriger Abtheilung, wo fi beliebig 
war, ergiebt sich folgender 

Lehrsatz: Das IntegraiyV(x>X"^^8x, in weldiem X ein ganzes Po- 
rynom in x vom n**" Grade, (p(x) eine rationale Function von x bezeidinet, 
m eine positive oder negative ganze Zahl und /i ein ftchter Bruch ist, lässt 
sich immer zurückfuhren auf Integrale von folgenden Formen, nimlich: 



Jv.X-»x , f^ . 



WO V ein ganzes Polynom in x vom n-2"" Grade (höchstens) und die Con- 
stante a nicht Wurzel der Gleichung X ea ist. . 

Beweis. Man zerlege die rationale Function 9(x>X* in ihren unge- 
brochenen und gebrochenen The3, diesen aber in einfache Brüche, so zer- 
fallt das vorliegende Integral in Glieder von folgenden Formen; 



^ 



X'^ax 



/ X^8x 



wo k und g positive ganze Zahlen sind. 

Das Integraiyk^X^dx lisst sich, wenn k >n — 2, nach Abtheilung A. 
der Tafel LXXIV auf yVx^öx bringen, wo V ein ganzes Polynom vom 
n-2**" Grade. 



Das Integral 



J(x-ay 



also f(a} nicht Null ist, nach Abtheilung C 



kommt zurück, wenn a nicht Wurzel von X a 0, 

8x 



• '""/S 



a 



und/VX^Öx; 



wenn aber f(a) ea 0, nach Abth.D. aufyVx^dx, wo überall V ein ganzes 
Polynom ist, dessen Grad den n-2**" nicht übersteigt. W« z. b. w. 



i 
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X 



TrffllT. 



« « 



m ein.e positive ganze Zahl, ii ein beliebiger Bruch. 



Redoctionen 



. Ix-JP'Öx- 

S- 



X'^ fitiX" 



(m+(i-hl)h (m+jit-Hl)b 
x^* ^ — ■ m— J^ /*x"dx 

X" 



ft9. 



9 



gA— 'X'Sx. 



/ 






{. 



X^öx 



xr* 



xX'-Öx 



/x'X^Öx - 



(ft-<-l)b • 

X^'^'r X a - 1 xr* / a \ 

b» U + 2~At+lJ " (^ + 2)br"0*+l)b/* 

xr**r X» 2aX a« n 

Tl J 



_r_x^ 2 

b* L/t-l-3 A*-*-2 ' /* 
Xr** r. 2ax • 2a* - l 

■**</i + l)(>t+2)b«J* 



xr* r, 
(fi-<-3)bL' "^ 



/' 



x*x''ax - 



CM + 2>b 

X^* r X* 3aX* 3a*X a* - | 
b* Lj«+4 ^ + 3'*"ft-»-2 f*-*-lJ 
X*^' r . 3ax« 6a*x 

0* -♦- 4)b L 0* + 3)b "*" (^-♦-2)0t+3)b* 

6a«" 



J 






x^X'öx - 



(f*+l)(A+2)0*+3)b»J* 
Xr' r X« 4*X« 6ar»X* 4a«X 



J 



x*X''8x - 



x'X'Öx 



b» L/*-»-5 /*-+-4 ' At-i-3 ^+2 ■ /* 
X^'r ^ 5aX« 10a*X* IQa'X* 5a*X a» - ] 

Xr'r X« 6aX» 15a*X« 20a«X« 15a«X* 



*' r X* 6 

' Liin-7 /*-*-6 ' fi+5 



^-♦•4 fi-*-3 



6a*X _ 



I^HH 



iBB 
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Kwelte Abtheilviig. 



t > > • 



n. 



• 



J[WaH>bx. 



m eine positive ganze ZabI, (i ein beliebiger Brach. 

X/'ax X"*' (M-m+2 b /'X'-öx 



Rednctionen. 



/- 



.m 



X 

dx 



(ni-l)ax*~* »-1 
1 , f(+ffl— 






x-'X'^'. ^ax-^'X" 



/ja 



jfBx 
J x-'X" ' 



Es sei /{ aa db S , p und q positive ganze Zahlen. Setzt man 

1 






9y 
a 



y SS X' , .80. wild . 

öx 



/ « > 



' /- 



E 

xX' 






/ 



X^öx 



(»-Das (m-2)Xx*-^* 






X^Öx 



■ ■ < 



y-^' 'nh fx^hx 



ax a 



^i 



fX^Sx _ tr'/X , (A~l)b\ , ft,b'/* 
J ^ ~ 2a Vx* ax / .^J 

J ^ 



■ 1 



x_ X^'/| Qt^l^b ■ 0f-l)O^2)b»Y fi,V'peby^ 



Vx» 



) 



■V ^ 



Rednctionen. 
n eine positive ganze Zahl . 

X^-^Öx i^'a'X'^r* rx^Öx 



/*X^-^'8x _ 

f- 






n-v J X 



-2 



y=0 



8x 
xF-" 

8x _ 
xX^-* ~/«aX 



/- 



X^öx- 



(^^.n.-v-Da'^'X''^ 
9x 



_ 1 /*0« 
-» ■*■ a-J xX" 



iX" "*■ ä/ xX" 



Bl 



■iBH 
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.Tafel m. 



a-t-bx. 



J yx ■ (2n-i-2m + l)b (2n + 2in + l)b^ yx 

xTüx ^ 2X">^X !S" (-l)''m>a''X'-'' ^ 2X"|/X i gr( -l)''m,a'': 
~y b"^* iS 2'n+2n-2v+l (2m+2n+l)bj2i (m+n-J 

-■ • I 1 — I ,1 , 

X"9x 2X'yx 



JVX ~ (2n-H)b • 

fxXTBx 2X'yXr X a -1 _ 2X'>^X r 2a l 

J yx "" b« bn + 3 2n + lJ "■ (2nH-3)bL* (2n + l)bJ 

fx^X'tfx SX-yXr X* 2aX a« -| 

J }/X " b« L2n + 5 2n + 3"*"2n + lJ 

2X"V'X r , 4ax 8a* - ] 

L* (2n -I- 3)b "*" (2 n -Hl) (2n H- 3)b»J ' 



/ 



(2n + 5)b L (2n -i- 3)b ^ (2 n + 1) (2n + 3)b' 
r 'X'ax 2X">^Xr X« 3aX' 3a'X »' l 

yx "" b« L2n+7 2tt-+- 5 ■*■ 2n + 3 2n + lJ 
2X']/X r , 6ax* 24a»x 

" (2tt+7)b L'^ (2n + 5)b ■*■ (2 n + 3)(2n + 5)b» 

48^ -| 

(2n + l)(2n + 3)(2n + 5)b''J ' 



/VrOx 2X"KX r X« 4aX* 6a*X» 4a»X a« -] 

/ |/X ° b* bn-t-9 2n+7''"2n + 5 2n -i- 3 "*" 2n + 1 J ' 

/VrSx 2X'yXr X» 5aX« lOa'X« lOa'X« 5a^X a» -j 

/ y/X ™ b* L2n+H 2n+9"**2n+7 2n + 5''"2n+3'2n-i-lJ 

/x'x-Qx 2xyxr ■■" " — " ' — " — 
J yx ""b^L 



6aX» i5a*X« 20a»X» 15a*X* 

2n-*-13 2n + ll'*'2n-i-9 2n + 7''"2n + 5 
6a'X a* 



/ 



2n+3 ■ 2nH-lJ' 

x^"8x ixryxr X7 7aX' 21a*X' 35a«X« 35a«X» 

yx "* !»• L2n-t-15 2n + 13 ^n+11 2n + 9 2j« -H 7 
21a'X* .7a«X a^ - j 
2n + 5"*"2n + 3 2n + lJ' 

x 'X'»x 2X'V'X r X' 8ay 28a' X* SBa'X* 7Qa*X« 

yx " b» L2n+17 2B + 15 2n-+.13 2n+ll "*" 2n-f-9 

56a»X» 28a«X» 8a'X a» "i 

♦TJ* 



2n + 7 2n + 5 2n+3 2n 



u 



gO Zireile ABtbeilungf. 



Tafd Vr. 



X M8+bx. 



/*3c"8x 2x"VX 2ma /"x— « dx 

J XYX °° (2m -2n •+.l)bX" (2in - 2n + l)b J jT^^X 

,/V8x_ _^ 2VX iS' (-l)''in>a''X-^ ^ 2VX 
JX'V'X " b"^'X"S2n>-2n-2v+l (2in-2n+; 






v_m--M 



(2m-2n+l)bX" S (m-n-JXb' 



f tix ^ 2VX 

Jx^yX " (2n-l)bX"* 

^xSx _2Vxr X «1 » ''^^^ Fxi '^^ 1 

J X"VX " b»X"L2n-3 2n-lJ " (2n-3)bX"L (2n-l)bJ* 

/ x«8x 2VX r X* 2aX a« -l 

y^X' "" b»X"L2n-5 2n-3"*"2n-lJ 

2VX r 4ax 4a« -j 

"* (2n-5)bX'L* (2n-3)b ■*'(2n-l)(2ii - 3)b»J * 

/ x«8x ^ 2^X1- X» 3aX* 3a«X a« l 
X'j/X " b«X"L2n— 7 2n-5 2n— 3 2n— ij * 

/ x«8x zVXr X* 4aX* 6a*X« 4a*X a« -l 

X'J/X " b»X"L2n-ö 2n-7"*'2n-5 2n-3"*"2n-lJ * 

/ x»8x 2VX r X» 5aX« lOa^X" lOa'X* 5a«X a» " l 

X'VX " b*X"L2n-H 2n-9'^2n-7 2n-5 ■*'2n-3"2n-lJ* 

/ x*8x ^ 2VXr X* 6aX* 15a«X« 20a*X* J5a*X« 

X'VX "" b'X"L2n— 13 2n — ll"*" 2n — 9 "" 2n — 7 "** 2n— 5 
fla^X a* - 1 

2n-3'*'2n-lJ* 

/ x^8x ^ 2VXr y 7aX* 21a»X* 35a»X« .35a«X« 

Xryx " b*X"L2n — 1^2n — 13'*"2n-H 2b — 9 "*" 2n— 7 

21a*X« 7a«X a' - | 

2n-5 "*"2n-3 2n-lJ* 



/ x«8x ^ 2VX r ' X* SaX* 28a«X« 5Öa«X» 70a«X« 

X'VX b»X"l-2n — 17 2n - 15 "*" 2n — 13 2n-ll**" 2n-9 

56a*X» 28a«X» 8a^X _a* T 



2n — 7 2n-.5 2ii — 3 2n 



^] 




Integrale irratioDder ligebrmstker Functionen. 



«1 



■■* 



X BS a+bx« 



Tüf el V. 



f. 
ß 



8x 1 . Vx-Va 
xF^-Fa'^^j^TV«' wennaposiüv; 

öx 2 l/lT 

== Are. Tang y^T^'y ^®^** • negativ ist. 




/ 



j^ 



z 
VXdx 






ß^ - 2)^[£ 






X 

Vxdx 

X 

VXBx 



ß 



X 

yxdx 



2Vx[g 
2fx[ 



3 
aX' 

5 
aX^ 

7 
aX' 



a*X 1 
-^ + a' l + a* 



>-Ä 



a*X» ^ a'X 
■*■ 3 

a»X' 



5 
a*X» 



xVX * 
a*]^aj- 

a«X 



8z 



9 7 5 3 

X^ aX^ a»3^ a^ a^ a^ 
13 '*'_11 '*'9 '*^7 ■'"5"*"3 

a 



f" 



VXQ: 



^HE 






x[/X 
ha«l 



xVx ' 

aX* a«X» 



13 ' 11 
9x 



J xyx 



a»X* a*X» a»X» a'X 
9. ^ 7 5 3 



4-a'"j 



S^'^-ii-% 



xyx 

aX» a»X« a»X» a*X* a»X» a«X* 



a'X 



a 



13 " 



il 
8x 



9 



Vx* 



■ai 



«• 



03 Zweite Abtheilung. 

• 






Tafel VI. 

X 'es a -f- bx. 

• 


! 




r 8x 2 i f Bx 
J xX" YX (2n - 1) aX-YX ' »J xX-^X ' 




r 8x _ 2 i;^* 1 1 /»8x 
J xX"}/X ayxi (2n - 2v - Da^X"*-^* *" a^ x}/X ' 

m 






r 8x ^ 2 1 fBx 
J xXyX '^ a]/X^ aJxV'X ' 




r 8x 2 ri IT 1 /*8x . 
JxX?yx ° aVxL3X ' aj ' a'J xj/X * 

f Bx 2ri 11-] 1 Cbx 

J xX»VX ~ aKxLsX» 3aX ' a' J ' i'J x^X ' 

r8x 2ril 1 ITI fBx 
JxX*yx " a}/xL7X» 5aX' ' 3a»X ' a'J^a;/ xVX ' 

r 8x 2 r 1 11 1 1-1 1 fBx 
J xX^yx ^ a|/xL9X* *- 7aX» -• 5a»X' + 3a»X ' a*J ' a»Jx]/X ' 




i 
\ 


rsx 2rll 1 1 il-| 

JxX'yX " al^xLllX» ^ 9aX* ^ 7a«X» ' öa'X»^ 3a*X ' a» J 

1 rsx 

^ «'J x^X • 

f Bx 2 r 1 1 1 1 1 1 , 11 
J xX'yx ~ aVxLl3X« ^ llaX»^ 9a'X* '^7a»X» *^5a*X' ' 3a»X ' a«J 




! 


1 rsx 

-L^xVx' 

f Bx 2rl 1 1 111 
JxX^yX ~ a^xLlSX^ ^13aX« ' lla»X» ^9a»X* '^7a*X» ' 5a» X« . 




! 


1 1-1 1 fBx 
"*"3a»X ' a'J+a'JfxVX * 
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Tafel Vn. 
a + bz. 



J x'VX " (m - Dax— ' "*■ 2(m-l) 'ajx— ^x' 

/ rex ^ rVx !^' (n + v - m + }>,b' (n - i),-ib-* prax 

rySx rVx (2n - l)b fX'dx 

J x^VX " ax "^ 2a J x]/X ' 
fXTbx X'|/X ri (2n-3)b -i (2n-l)(2n-3)b* /^X'gx 

1 x»yx '* 2ax Lx ■*■ 2a J"*" 2 -48» / ^i/x 

fXTbx _ X'VX r 1 (2n - 5)b (2n - 3) (2n - 5)b«n | 

J x*Öx " 3ax Lx« ■*■ 2 • 2ax "*" 2- 4 a* J 

(2n - 1) (2n - 3) (2n - 5)b» /"X^öx 



2 • 4 • 6 • a* f x|/x 



» fxr, 

J xl 



/X"Öx X-yXri (2n-7)b . (2n - 5)(2n - 7)b» 



x»Vx *« Lx» 2'3ax» ■*■ 2-4-3a»x 

' . (2n-3)(2n-5)(2n-7)b» -| 



2-4*6a' 
(2n - l)(2n - 3)(2n - 5X2n - 7)b* i'XThx 



/ 



9 



J- 



2-4-6'8-a* / x|/x 

X'&x X'Vx ri (2n-9)b (2n-7)(2n-^9)b« 

x'VX ** 5ax Lx« 2-4ax' 2-4-6a»x» 

(2n-5)(2n~7)(2n-9)b 

2 • 4 • 6 • 4a»x 
(2n-3)(2n-5)(2n-7)(2n- 9)b* -| 

2 • 4 • 6 • 8 • a* J 

(2n-lX2n-3X2n--5X2n-7X2n-9)b* CXT^x 
2 • 4 • 6 • 8 • 10 • a» J x}/X ' 

X'ax r|/X rl (2n--ll)b (2n-9X2n-ll)b« 

x^VX " 6ax Lx»"*" 2-5ax* "*" 2-410a*x* 

(2n - 7) (2p - 9)(2n - ll)b^ 

2-4-6-10a»x« 
(2n - 5)(2n~ 7) (2n - 9) (2n - H)b* 

2'4-6-8-5a*x 
. (2n -3)(2n - 5)(2n -7)(2n - 9)(2n -ll)b'- i 

2 • 4 • 6 • 8 • 10 • a» ^ J 



(2n-lX2n-3X2n-5X2n-7)(2n.9)(2n-ll)b* 
2-4-6-810-12a« 



JxVx* 



H 



Zvr'eite Abiheiluag. 



Tm vin. 



a+bx. 



i 

i 



8x 



x"X"}/X 

9x 



2n - 3)b /* Öx 

-l)a Jx"-'X" 



x^X'f'X 



VX_ (2m + 2 n- 

. (m - l)ax"'~*X' 2(m 

VX !S'^ (-i)v(m+n-D,b- 

(m-l)aX"Ä (m-2)„a''x'"-^* 
(-l)'^'('n+n-|)^-ib->-t/* 8x 

a"-* J xX° 



r}/x * 



rx- 



i 



8x 



;c»rvx 

f_Öx_ 
Jx'X'VX 

r_öx 



(2n-Hl)b/* 8x 
2a J xXYX ■ 



8x 



xyx 



/. 



8x 



yx 

axX" 

Vx ri (2n + 3)b- l (2n + 1) (2n -^ 3)b* f 

^axX-Lx 2a J"*" 2-4a» J xTfl 

VX ri (2in-5)b (2n + 3)(2n-^5) -1 

3axX°Lx» 2-2ax "*" 2-4-a» J 

Cin + i)(2n+S)(2n + 5)h* f 8x 

2-4-6a« JxrKx* 

Vx rl (2B + 7)b (2n + 5)(2n+7)b» 



x"Kx 



[1 (2n + 7)l 
X» 2'3ax* 



4axX"Lx- 2'3ax* 2-4*3a«x 

(2n -h 3)(2n -f- 5)(2n + 7)b' n 
2-4'6'a« J 

(2« + l)(2n •+. 3)(2n + 5)(2n + 7)b* T öx 



/. 



8x 



^Ji 



'xYx 



/. 



8x 



2'4-6-8'a*- J xX"|/X . ' 

yx ri (2nH-9)b (2n + 7)(2n-<-9)b* 
5axX"Lx* 2-4ax* ■*" 2-4-6a«x* 
(2n+5X2n+7X2n+9)b» (2n+3X2n-H5)(2n+7X2n+9)b« -i 
2-4-6-4a*x "*" 2-4-6-8a* J 

(2n + l)(2n + 3)(2n + 5)(2n -t- 7) (2n + 9)b* / * 8x 

2-4-6-810-a» / x^^X ' 



x-yx 



c= . KX . rl_ (2n-<-H)b . (2n -f- 9)(2ii -Hl)b» 
fiaxX'Lx» 2-5ax* "^ 2-4-10a*x» 



OaxX 

(2nH-7X2n-h9X2n+H)b'' (2n+5X2n+7X2n+9)(2n+ll)b« 

2-4-6-10a"x» ■ 2-4-6-8-5a*x 

(2n + 3)(2n + 5)(2n + 7)(2n -4- 9)(2n - 4-ll)b' 

2-4-6-8-lOa* 
(2n + i)(2 
2 



] 

)(2n + 3) (2n + H)b«/' 8x 

2-4-6-8-10-12-a« J xX"|/X ' 



^^qi^VH«p«w 
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TafdlX. 



X «^ a + bx. 






3x"X^ 



3ma 



. (3m + 3n + 2)b (3m + 3n + 2)b^ 
3X^!S"(-l)'m,a''X"-' 3X-^ 



s/- 



.IM-l 



X^Ör. 

7 



3iA+3]i-3y+2 (3m-^3n+2)b ^ (nn-n- J),b 






X^Öx 



3X^ 
(3n + 2)b 



iX^Ö: 



3X^r X 



D 



a 



] 



ß' 



X^^Ox» 



b» L3n+5 3n+2 

3X^r X« 2aX _ 

~b*L3 n + 8 ~ 3 n + 5 "*" 3n 

3X*^^ r , 6ax 



3X^ / 3a \ 

(3n+5)b V (3n+2)b/ * 



— 1 
+ 2J 



(3n + 8)b 



b'- 



18 a' 



(3nH-5)b (3BH-2)(3n + 5)b 



■] 



lx"X^'öx 



3x"X^ 



fr^ 



X^Öx 



(3in + 3n-Hl)b (3m + 3 



3ma I 

-3n + l)bj' 



m— 1 



X^8: 



1 



3X^ 



b"** S3m+3n— 3v+l (3m-»n3n+l)b'ä(m + n-Dvb'' 



S(" 



(-D'm.a'x' 



v^nt^v 



ß 
ß 



X^Ö 



3X^ 



xX^Öx 



(3n + l)b 

3X^r X 



9+\ 



/i*X""»Öx- 



[ X a -1 3X * r 3a n 

3n-i-4 3n + lJ" (3in-4)bL* (3n + l)bJ* 



gy+i X* 2aX a 

b» L3n-i-7 3n-i- 



■i--. 



4 3n + 



3X 



»+} 



(3n-».Y)b 



b'- 



Oax 



18 a' 



(3n H- 4)b ^ (3n -♦- l)(3n + 4)b« 



1 



/ »x 
xX» 



xX» '^-» ' 



/;^-/^ 



xX* ''-« 



aOBBB 



^■■■a 



06 



Zweite Abtb^ilnng. 



Tafel X. 



X =s a + bx. 



/- 



X""*8; 



X^ 



3n-3m + 5 h C^ffx 



.n 



X 



(m-l)ax" 



r-l 



3(m 



\m + 5 h fjC:*9x 
-1) *«/ x"-' 



J X" 



X"** ^-\n- 



± y, ^ 

(m-l)a;^ (, 



m + r + ^^b« , b 



m-2),a''x— "-' 



a— i/ X • 



rr-^B: 



3X""' 
3n 

(s. Taf. IX. unten). 



X^8: 



r» fX^ 



xi 



* a'X-' ,/*8x 
3n-3v-l"^ Vx.X» * 



rx^i 

/- 



X**^ (3n-.l)b/*X"^8x 



!r^ 



X^8x 



ax 3a 

X***/! (3n-4)b 



X- VI 

2a \x» 



3ax 



) 



(3n -l)(3n-4)b» ClThx 
18a«, J X 






X^^8x 

X^^8x 



X^ 



3n-3 



(m-l)ax' 



m-l 



3(m 



m + 4 b / ^X'~»8x 

-1) ij X-* * 



.n 






8x 



8x 3X*^ 
" 3n 









8x 



!^* ^'X-^' . f*Bx 

ä 3n-3v-2-*-Vx.X»* 



X"^ (3n-2)b/'X^8x 



ax 

X*^ 
2a 



3a 



'ß 



(i 



(3n -. 5)b\ . (3n - 2)(3n - 5)b» Tx^Sx 



3ax 



■) 



18a* 



* fjinBx 



BS 



■■ 



Integrale irrttioiuder algebrdscher Functionen. 



97 



^ma^aeam 



•Tafel XL 



X SS a + bx+e:^. 



/ -^ - y^ log (yx + xVc H- ^y^ , wenn c positiv ist '*).' 



f- 

ß 

Ji 

S-. 



yx v::rc 



Are. Sin , wenn c negativ ist 



W-4ac 



fX+Ki 



rx 



9x 



Vx l/=li 



1 i^-./rX-^-V'a •> \ 



Are. Sin — . , wenn a negativ ist. 



xKb*-4ac 



ol/x 

iT- , wenn a a ist. 

bx ' 



Bez» A a a — bh + ch* 



6 a b--2cfa. 






dx 



:x+h)vx 



8x 



x + h)]/X F^ITÄ 



1 , /VX + ^K B \ ■ .^ , . 

~ fÄ ^^ V x + h 2FÄ/ ' ''®"" ^"^ 

ArcSin , = , wenn A negativ ist. 



(x+h)Kb»-4ac 



dx 



h)VX 



— ^^^ , wenn A = ist 
B(x + h) 



cagleich auch 4ac — b* positiv ist, 

hingegen in A~- 

4ac «— b* negatiT isl. 



1 «# «r. 2cx-f-b 

=s -r- ^rc^m ,, , wenn mit c 



i « /r f 2cx-|-b 



iMs^^alM^ 



BB^HBH 



13 



98 



^vreite AblheilttQg. ; 



.Tafel Xt* Fortoetoang. 



a + bx + ci^. 



Bez. i B }/irr. A»a-cfa*-bhi. B » br-2chL 



i 



9x 



B 



(x-f.hi)Vx }/A ^V x-Hhi ^2VA/ 



Um in dieser Formel den reellen Theil vom imaginären zu trennen, 

B 
setze man yx a= ä+/?i, 



2^ 



y 4- 5i, woraus sich fBr or, /?, y, 8 reelle 



Werthe ergeben; femer seien M und q> bestimmt durch die Gleichungen: 



:VX-|-a: 



ßh „^ /9x-.ah — h^X ^ «, . , 



wo M eine positive Grösse vorstellt; so ist 



i 

i 



8x 



(x+hl)Kx 

8x 
(x»+h»)VX 

x8x 
(x« + h»)}/X~ «' + /?' 



= , ^ IogM(Cos9) +iSinf^). 



-1 



(/?y + alogM). 



AnmerkuDg. Aas der enten Formel dieser Tafel ergeben sich die ihr folgenden 

h 



darch Yerwandlang ; setzt man nämlich fOr ein negatives c, yx^ftCos(pf x'V^-c — ' 



s=r /(Sin^, so wird /i = ^ a— j- und log(VX + xVc-|-^) = log^-f-^i« woran« 

die zweite Formel benrorgeht. Die dritte nnd vierte folgen aus der ersten und Zweiten 

durch Yertanschnng von x mit - und c mit a; die sechste nnd siebente ans der dritten 

und vierten durch Veilausobung von ^ mit x^f-b» a mit A, b mit B; die neuste ans der 
sechsten durch Yertanschung von h mit bi. 



tm 



1^ 
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FofflwIniBg vdn lUel XI« 

ZnsSize 211 röntehender Tafel,* 

enlhaltend einige besonders einfache Fälle, welche sich aus 

derselben ergeben. 



vrr 



asB Are. Sinx« 



,■» 



C--^*. N' 



»i=--SI«.CE.fl. 



•X' 

8x 



/i 



8x 



Are. Sin 



hx 



x-t-h ' 



wenn h* > 1. 



8x 



TT^'-Vh^''^'^'^' we«nh«<i. 



(x+i))/i: 



-X* yi+x' 



dx 



(x»+h»)Kl-x» 
x8x 

(x»+h»)/ii:x* 

8x 



VT+S» 



a SlrcSinx. 



r 8x ^ ]/r^ 

J(x-l)Vl-x* " '^1-x* 

i 

Si 



1 . _ xVT+h» 
— , Are. Tanff — , . - 



$lrc. 3xing 



Vl-x' 
KT+ff 



Vl+x« 

« 



dx 



(x+h)F^l+x» VT+h* 
8x 1 



1 o, ^. hx — 1 



9(rc S^ng 



x + h • 
xVh»^ 



hVT+x» 



wenn h* > 1. 



(x»+h»)Vl+x« hVli*-l 

8X 1 * rr x>T^ . , ^ ^ 



(x*+h»)yi 



u< 



100 



Zweite Abth^ilung. 



Tafel XI. FortseUang, 



Noch Zusätze zn TO]%er TafeK^ 






9x 



= SCtc. Sofx. 



, = Are. Cos - . 



dx 



(x+h)V?^^ Vi - h» 
9x 1 



1 1 + hx 

Are. Cos r- , wenn h*< 1. 



x + h 
l+hx 



(x + h)l/x«-l Vh*-i 

8x 

(x+l)Vx 



Sfrtßof — — j-, wenn h'>l. 






J '* 8X T/ X-f-1 

(x»+h*)Vx»-l hVl+h» "xVn-h» 

r_x8x_ ^ l^ArcTang^. 



x8x 



(xVh')Ki+x» n*-^ 



Are. Tang 






, wenn h* >1. 



I -p t» — ,, — — ^x(.Zma : , wenn h* < 1. 






8x 



x8x 1 



(x»+l)VH-x* 



VT 
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bx + cz*. 



Tafel Xn. 



Bez. 4ac — b* s A> 



4c 
A 






9x ^ 2(2cx + b) VX 
Xryx " (2n-l)AX" 

Bx 2(2cx + b)V'X 
TVx " (2n-l)A 



2(n~l) r 8] 
2n-l J/X^» 



P- 



(n-lX q" 
(n-IX'x^* 



X^X 



dx 



x»j/x 



8x 



rOx 



8. Taf. VUI. 



öx 2(2cx + b) 



aVx 

_ 2(2cxH-b) rl _^^„1 



saVx 

2(2 ex 



x»}/x 



5aFx Lx» 



8x 



2(2 ex 



X*|/X 



8x 



7AKX 
2(2 ex + 



X»|/X 9AVX 



Lx« 

b)r^ 

Lx« 



i5^ 
sx"* 

il 

sx» 

8q 
7X* 



8q* 



]• 



8q* 
5X 



10q»l 



48q* 64q* , 128q« 1 
35X*'^35X"*' 35 J* 



8x 



x*yx 

8x_ 

x^yx 



2(2cx + b) rl lOq 80 g* 32 q* 128q* 
11 AVX Lx» "^ 9X* ■*■ 63X« ■*■ 21X» '* 



25Öq» 



] 



2(2cx + b) ri 

i3Ayx Lx* 



12q . 40q* 



63X 63 
320 q« . 128 q* . 512 q» 



IIX» 

1024 q* 
231 



33X* ^ 231X» ^ 77X» ^ 231X 



1 



■■ 



litt 



2Weile Abtlieoilsiig. 



• ♦ 



TtMlXm. 



X.ssfe a-^bx-f-ex^ 



.»' 



4c 



Bez. 4ac— b' = A« "tt •■.* 



pYx 



dz 



(2cxH-b)X"VX 2n 



4(n+l)c 



2(n 



4><rJ" 



}^X 



J^^'^* 4(n + l)c ^-^-^^-r^JW 



f 
f 



yx'Bx 



Xl/X-Öx 



(2cx + b)yx 
4c • 2 

(2cx + b)l/X 






(^■^2q)'*"8q'J ^X 



/x*VX-9x- 
IX»}/X.öx« 

jx*yx'Sx^ 



8 c V 2q/ • Sq'J ^X ' 
(2cx+b)VX/« . 5X . 15\ . 5 



12 c 



(2cx + b)}/X 



(X. 



i^\^ 5_ / *9x 

V löqy yx • 



4q ■ 8qV ' 16q 
7X« . 35X . 35 



16c V" " 6q 24q* 16q' 
(2cx + b)]^/j« , 9X« . 21X» . 105X 

63 



35 \ 35 rSx 

16qV'*'l28q*J }/X * 



20 c 



128q 

J15 

8q ■^16q*'^64q* ■^128q 







ß 



X»VX.Öx=^ 



256 q 
(2fex + b)yX /^, 

— 24r~v^ 

231 



fBx 



11 X« S9X« . 231X* 231 X 693 \ 
lOq 8Qq« 160q» 128q* 256q»/ 



1024 q 



Tax 
1/ yx • 



Einige bosondwe Fälle shid: yÖiVl — x« = JxVl — x»+JAicSiÄX. 
/öxVT+l? = ix]i;4:x»4.iarc.(Stex. y^xV?^ =. lxV3?:ri — 4«K. (5ofx. 



SB 



■Hi^iHHi^ 
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X s= a-i«bx 



Tafel XIV. 



cx% 



J ^x8x 
xyx 



4c 
Bez. 4ac— b* as 2\- -r 






X")/X 

xdx 



(2n-l)cX" 2c Jx"} 



X 

VX 



]/x 



■ 2(bx + 2a)VX b(2cx + b)T /Xig~* (» - 1), - q» 
.(211 -DAX" (2n-l)eA ;ä <n-D/x^' 



/- 



yx 

xdx 



yx 

c 
2(bx 



_b^ /*8x 

2«j yx • 



2 a) 



X]/X 
JX« 



AV'X 



Jx» 



2(bxH-2a) 8b(2cx+b) 
SAXI^X 3Ayx ' 

2(bxH-2a) 16b(2cx+b)/l , \ 



Vx_ 

xdx 
X^X "" ~ 5 AX»yx 15 A*FX 



x9x 



Vx 



2(bx-f-2a) . 8b(2cx -f-b)/ 3 
7AX«VX 35A 



n?r(x^-^x-*-8q') 



/ x«8x 
r|/x 



(2b» - 4ac)x + 2ab . 4acH-(2n-3) b 

(2n-.l)cA 



KX (2n-l)cAX^YX 



i«r_öx 

"Jx-^»|/x- 



/- 



x^8x 

)/x 

x»öx 



3b\T/v ■ 3b*-4ac /^ 



dx 



Vx- 



XJ/X 
x*8x 

x»Vx 

x«9x 



(2 b« — 4ac)x-i^2ab _ 

cAVX "^«J KX ' 

(2b*-4ac)x+2ab 2(4ao + b«)(2ßc + b) 



1 r^x 

«J Kx 



ii ■ 



3cAXVX 3cA'Vx 

(2b* — 4ac)x + 2ab . 2(4«c + 3b»X2cx+b)/l 8c> 



x»Vx 



5cAX»V'X 



IScA'I^X 



(k-'i)- 



x*dx 

xyx 



/ X» :^(2n-7)ac-(2n-5)b* 8ae-l-(2h-5)b« \__KX_ 

V c"^ (2n-l)c»A (2n-l)c»A V(2n-3)X" 

d2ac + (2n-5)b* ^ 8x 

2(2n - l)c'A y X^-yx ' 



J '*x*ax / 



s 



x»8x 
X|/X 



x^__5t« 5b^ 2a 
3c l^c''*'8c» 

lOac — 3b« 



(? 



8ac — 



Öx 



Kx 



c«A 



bx+ 



-3b« \\_ 12a£-3b«. /'öx 

>*A v^x" 2c« A yi;^ 



«Vnaw 



104 



Zweite Abtheilvng. 



Tafel XY. 



a + bx + cjt*. 



/- 



xX"9x 



Vx 



yx 



(2n+l)c 



'^'J 



fxBxyX 



X|/X 

3c 



^ ßxVx. /xXJ/X.Öx = 



x^yx 

5c 



hß^- 



dx. 



/ x*X"g 
Vx 



X-Öx xX"Vx 2n + 3 

"2(11+1)0 2(n + l) 



/'x»X"9x / 



.1 r. 



xX"9x 



a 



J VX 



(2n + 3)b\ X"1/X 



yx 2(n+lXj yx 
(2n + 3)b» — 4 ac /*X"8x 



2(2n+l)c/2(n+l)c'^ 8(n 



3)b«l-4ac /': 



yx 



jrx.Vx.ax-(x-g 



5b\X}/X 5b*- 



lx»X*yX-9x= (x - 



6c/ 4 c 
7b\X»|/X 7b«- 



10c/ 6c 24c 

9b \ X«VX 9b«- 
14c/ 8c ■*■ 32 



P^fxyX'Bx. 



^Jx^X.Bx. 



(S. Taf. X.) 



/- 
/- 



x»X"VX (2iH-5)b /"x'röx '2 a 



Vx 

x'X'Sx 



[f 



(2n+3)c 2(2nH-3)c/ |/x (2n-i-3)c/ ^x 



/- 



xX"Öx 



(-- 



(2n -t- 5)bx (2n+3)(2n.+5)b« _ 2a v X"VX 

4(n + l)c 8(2n-f-l)(n+l)c» (2n+l)c/(2m-3)c 

3 ab (2n + 5)b'' 

4(n-#-l)c» 16(n -i- l)c» 



( 






/x»VXöx = (x». 
lx»XKXÖx=(x»- 
.lx»X»VX-9x=(x»- 



7bx 35b« 2a\XVx /3ab 7b 



+ 



5*~3c>/ 



8c " 48c» 3c/ 5c 

3bx 21b« 2a\ X»VX 
4c 40c» 5c/ 7c "* 

11 bx 99b« 2a\ X*VX 
16c '*'224c« 7c/ 9c 






( 



Sab IIb 



16c« 64 c 



¥ 



X«VX-9x. 



Integrale imtfonler'algbbniiolKr Functionen. 



lOS 



X «■ a+bx+cx*. 



Tafel ^XVI. 



fr 



8x 



yx' 



ryx (2n^l)aX" 



Bez. 4«c--b* « A' 

A /* 8x b /• 

*'a/xX-*]/X 28^3 



dx 



x"Kx* 



4ac — 2b*— 2bcx 



xxyx 

8x 



aVx 



» 1 / 

h— 1 — 



i\^ 



, (8. Taf. Vra.) 



/l _1^\ 1. y_L.8c l\b(2cx 
\ä'*"3X/al/x V3X'*"3A . i*/' 



b) , 1 rsx 



S 

J~xX*yx ~ V« • 3X/a}/X~V3X ^3A^tt/ a i\KX~ "^ «[/ ^ * ^ 

J %Syx ~ Va' 3aX"^ SX»/aVx L SX* ■*" Vl5Ä 3 •/ X^ 

lT b(2cx-+-b) 1 /* 8» 

;«• J aAFx "^ «y ^yx • 



15 A* 



"Sc 
3aA 



ryx 



VX _ (2n -♦• l )b 
w^X" 2a 



b /* 8x 2bo /* 8x 



/8x ^ _l^_iL f ^' 
x»yx " « 2aJ x^X .' . 



Jx» 



X^X 
8x 



4c(2cx + b) • i 

aA^X axVX 
8c<2exH.b)/l 8 c 



3b: /* 8> . 

""5äj xxyx ' 



x»yx 

8x 



X*|/X 



3aAVX 
12p(2cx-f.b) /l 
5aAVX VX* 



^/l 8c\ ,1 5b f 
C VX*A/ axXVX 2aj3 



8x 

xX»Kx* 



16 c 128c* 
3ÄX**" 3A 



j ■ 



c*\ 1 ' ThTöx' 

^) ÜX^ 2a/ xX»}^' 



i 



8x 



]/X (2n H- 3)b 



X"|/X 



2ax»X' 



4a 



Jx^xryx 2a Jx 



Dx 



xryx ' 



r fix 

Jx«V3 




^l\yx 3b*- 
a x/2ax 



yx- 

f 8x ^ /5b 1\ 1 
J x*xyx " V2a x/ 2ax|/X 

/* 8x ^ /7b 1\ 
Jil?X*^X " V2a"x/ 



* — 4ac /*8x 
8«' JxVX 



xVx' 

5bc(2cx ^ b) 3(5 b» - 4ac) 



a*AVX 
I4bc(2cx+b)/i 8c\ 3(7b*- 



2a*X|/X 3a«AVx 



/l 8c\ 



t- 



'* — 4ac)/* 8x 
8«' . ^ xX^X • 
*-4ac)/' 8x ' 
Ja* JxX*yX' 



Anikierkaii^. Weim a :8 ist, 0. Taf. XIX. 
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tot Z weile Abilrellai^ 

TtMXm. 

X a a+bx+cx*. 



/ TBx y rx-*8x b /"X-'Qx 

xVx " (2ii_i)yx"*'y xVx '^2j yx ' 



8x , / 8x 
4-a* 






/|/X9x VX b C9x fbx ' 

/Vxax / X^3bxw SbY»'^ „ o-/vva,.3ab/'8x 



i^..—,l, 11 , '» i I 11 fc 



/*X'8x X-^YX 2n--l . /*X-'8x 2b-1 /*X-*8x 

Jx'j/X " 2x» "*■ 4 y x»VX "^ 2 y x|/ 



rx 



/ Yx8x /i ^JLVx^/'*' *!\r^'^ 

J"~F~ V2x*^4ax;'^ ■*"V2""8a|/xyx* 

/X^/Xax /X 3b 3c\vv . /3b* . Sae\{*dx Sic Tdx 

-ir~ - -V2l?"*-4x~ 2r''-*-\ 8 ■*■ 2 if X]/X"*"X/FX * 



■BaBiB^BaaaaBBB 



Integrale imiioiMler äIg<Bbniiiicl|er Functionen. 



lor 



I 



a + b jc + cxV 



Tafd XVUL 



Allgemeine Formeln zu Tafel XIV bis XVII. 



I ■ I 



' I ■ I ' t 



m und n positive ganze Zahlen. 






xryx 

xyx 



1 rx-'Sx b p 



'öx 



a f X - '"öx 



XfX 



^f 



.m-1 



Vx 



?/ 



x"Vx 

^'8x (m- 
yX ■*"(2ii-« 



a /s 



x"~'8x 



(2n-m)cX' 2(2n-n!;cj XTX tJ»-n>>5J X*Vx * 
X— *X"VX (2n+2m-l^b A—*X"8x fm-l)a A""*X:^' 



(2n + in)c 



Ib / x"~'X"8x (ni-l)a A 
sj |/x (2n+ni)cJ 



^'X 



■ * ■ t 



/. 
i 



9x 



;"X"VX 
8x 



i r Bx h r 

ijx'xryx »Jx 

yx 



8x 



m—i 



x"Kx 



X|/X 



/- 
/- 



8x 



xX"V^X 

X*8x 
x"VX 



I 

a 



<2n-»-2m — 

* (m - Dax—'X" 2(m-l)i 
(2n-t-m--2)c/' 8x 
(m-l)a Jx-*X"KX* 

yxÄ (2»'-H)r 2a"S c/3 



r/p 



8x 



^r|/x" 



8x 



xKx 



8x 



rj/x 



(m— l)ax 
(2n- 



m-l 



(2n~2m 
2(m~ 



x'^yx 

ib f* X*8x 

Jx-Yx 



a 



[ /"Sx 
■JxV'X 



/- 



X'8x 

x-Vx 



B / *X'8x 

:/x-yx • 

X-YX 2n-l /*X^*8x 

j) j x-yx 



(m-Dx 



2n~ 
2(m- 



2n-l 




Bez. A^a — bh + ch* , Bab — 2ch; 
n eine ganze Zahl, positiv oder negativ. 



i 



x-ax 



xT/x 



(x+hrvx 



(m-l)A(x4.h)"-* 
(2n — m + 



C2n — 2m-t-3) B 
2(m - 1)A 



J(J 



yx 



c/O 



sai 



14 < 



It» 



Zw^it« AbtheilMg. 



Tafel XniL Fortsetznng. 



X s= a-4-bx + cx*: 



m eine positive , n eine positive oder negative ganze Zahl* 



/ 



x"X"8x 



Vx 



XtX^a. 



-/- 



X"Öx - 



]/x ^' 



I i 



' Die Coeffidenten cci^ cc^y^ ' • a^^ ß^ werden dcurob folgende Gleiclmiigea 
besümml: ' 

(2n + m)cai « 1 ; 2(2n + m-l)ca,-i-(2m-i-2n-.l)bai « 0. 

> ■ ' 

2(2n 4- m — i/ 4- l)c«y -f- (2m + 2n — 2r ri- S)ha^i + 3(m — v -#- 2)aiify^2 

erf 0, für V = 



3,4, 



m. 



2/9 « — (2n + l)bof|, - 2aa„-i . 



/. 



Öx 



rx 



a. 



^/. 



dx 



f 9x 



xXfX Tiä a'x""" ' '1/ xXT^ 

Die CoefBcienten a„ er,, ••• ^.-i, ß, y ibjlgeii aus den Gleichungen: 

* 

(m— l)ai-f-l = 0. (m — 2)ofa-|-(nn-n — Dboci = 0. 

• « 

2(m ^ y)c» 4- (2m -f- 2n — 2i/ r+. l)b€v-i -f- 2(ni -f- 2n — 1^ 4- l)aceifv-:i 

qes 0, für V •» 3,. 4, • • • m — !• 

^ (2n-i-l)ca„-2 . (2n4-l)bflf«_i 



a 



2nca 



«-2 



2a 



m-l 



a 



«-1 . 
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» ■ I » * - 1 1 . i ■ 



bx + cx*, ., 



Tafel 



Anmerkang. Die Formeln der Tafel XYI werden nnbranchbary wenn a ss Q 
ist. Es genfigt aber» den-Diviter a ab Factor aaf die linke Seite za «etsen^ nm für diesen 
Fall branchbare Reductionsformeln za erhalten« 






f 8x 
Jx-Xl 



2VX 



2(2n + m — 



XryX (2n + 2ni - Dhx'X" (2n -f- 2 m 



-l)c-/^_8x 



ryx 



/ 



8x 



2VX 



4nc 



xX"KX (2n + l)bxX" (2n+l)b /rj/X 



ß 



dz 



rf I 



r 8x 

J xVX 

r 8x 



^zVx 

bx 
. 2 



/. 



dx 



xX«KX 



SbxXVx 



xX|/X 

_8c / ^8x 
5bjx^* 



> »I 



3bxJ/X 



_ 4c rox 

""3'>Jx^'x 



Jx» 



8x> 



% 



2VX 



r^X (2n + 3)b.xX' 



/"_* 2c\ 8nc* /*8x 

=V x"*"b/^(2« + 3)byxTX 



rSx 



M_ _ 2VX/ 1 



tV X 



i 



3b X 
8x 



2c\ I C ^ 2 / 1 .. 2c>v . 8c» (%x 

Tri j;?xi^ - g^V-x^ F;-^5Bi/x 



x»X»V'X 7teX)/^ 



5bx}/X 



WWx 



/. 



8x 



2VX 



x'X'KX 



V X' 



4(B-«-l)ö 8<n^-l)c» 



(2n+5)bxX' 

32n(n-t.l><i 



(2n-*-3)(2B 



5)bV/ 3 



(2n+3)bx 
8.x 



(2a Hr 3)b 



.) 



( • 



x'Vx * 



r8x 
Jx»l/X 



_2yx/ 

|/X 5bx 



/ 1 . 4c 8c*\ 
V x*'*'3bx 3bV' 



r 8x 2 / 1 8c 16c«\. 64c«. Tax 

J Jt«X|/X " 7b?yx V »• "*" 5bx '^ 5bV "" 35b[7 x|/X 



/. 



8x 



x*x»Kx »bxxKx 



/" i- <2c 24c«\ 64c'-/* 

V'"x»'*'7bx 7i)V .aihyi 



xKx* 

8x 

»j/x' 



» 4 



» *■ 



I ■ » 



Die Integrale /-|4r »* /* -^^ — | ergeben sieb ans Tafel XM, wenn daselbst 



a as gesetzt wird. 



i^HH 



am 



IIQ 



Zwbife Abthaila«;. 
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Tafel XX. 



a + bx 



ex'. 



I « ■ ■ 



Bez. i^yilÄ ; A^a-ch*-bhi i Bab-2chi. 



i 



»X 



yx 



(x+hirfX (m - l)A(x + U) 



mr-l 



(m-2)c r 8x 
~ (m - 1)A^ (x+hi)"^X * 



(2m~3)B f 
2(m-l)Aj(x+ 



8x 



W)— Yx 



i 



8x 



x + hf)VX 
öx 



8..Taf. XlI /- — ?^^ 



]/x 



B^ r »X 

i) 2AJ^ + M 



J(x+hi)«|/X ~ ("2A(x+hi)»"*:4A»(x+hi))^"^ 



A(x-».hi) 

3B«-4A 



x+hi) 
8x 



8A» 



W)}/X' 
c /^ 8x , 



hi/fX 



(x+hi)|/X 

[ 1 5B /5B« 2c \ 1 i,';^ 

~ 3A(jt + hi)« ■*" 12 AV-fJ")' V8A» SA^h-hUf^ 



/3Be 5B«\/* 
V4A« 16A*|/(3 



bi)}/X* 



« > ■ ' I 



Ü.-V.i. 



Trennt Ulan Ui yorßtehenden Formeln den^reeljenfTheil vom imaginareii, 
so ergeben sich Gleichungen von de|r Form: , 

j(xH-hir}/x" " ■"' ' j(x-hirvx' 

wo U. und y. reeHe Functionen von x sind, welche sich aus der Tafel 
finden lassen. Da nun 

(-iy^\n^v^l\/ (^i)^ (i)*^ \ 

V(x4-hi)'^'' (x-hi)-v' 



(x^+h7 

X 



(2h)- 
(-1)' 



(2by 



-"="-*(n+v-2).^i(n-y-l)/(-i)"*'^* (i)-«-i 



Q 



x-hhi) 



•\«-*v 



(x-bi)-'/ 



(x»+h«/ (2b)-*S 2vC2li)' 

80 erbat mn. hierdurcb die Integrale; f^^^y^ > Ji^C^^V^ ' 



» ■ « 



J(x»+hy]/X 2h»V''»*hy 

/* 8x 

J(xVb')»]/X ' 



1 /v^3"»^3V, 



2h 2h« 



J(xVh»)fx" 2h' 
V- JCx'+hyj/x" M •"*'2h/ 



Integfrale irrationaler 



Fonctionen. 



111 



r 



a+bx'. 



Tafel XXL 



ß 
ß 
ß 



»■"'X'Öx 



Reductions-Formeln. 
^— .yn__ ^^ _ n)a/x'— ~'X''8x 
(m-t-np)b 

.la-lvp-l 



x-'rSx - »"X'-mpa/x'-'X^'Sx 

m + np 

x—'röx - x"X^*-(in-f.np-ni)b/x 



ysx 



ma 



n-l 



x""'X'8x 



- x"X^* -|. (im- np -f. ii)/x''~*X^' 8x 

(ii-f-np)a 



(m + np)(m + np - ii)^x*~*X'öx + np(in - n)aVx"-^'X^' 8x 

■I [npax"~"+(in + pii — n)bx"]X'. 
m/x— *X'8x+npb/x-*^*X^*8x - x'X'. 
(np+ii)b/x— *X'8x-i-(m-niA""*'*X^*8x - x~-X^*. 

- * 

AnmerknoK. Durch die Formeln dei ersten Absatzes wird nur einer der Expo- 
nenten m^p; dnrch die des zweiten werden beide xn|(leich redncirt. Der folgende Abtati 
enihAlt Verwandlnni^n des vorliegenden Integrals dnrch Substitution, q und r sind ganie 
Zahlen. 






f^"^*8y,fflry'= a + bx" » X. 



■"'J: 



Wenn - eine ganze Zahl ist, so fuhrt die erste, nnd wenn — h- 
n ® ' ' n r 

eine ganze Zahl ist, die zweite Formel auf das Integral einer rationalen 

Function. Für q a — m, r s n giebt die zweite Formel: 



^ (a + bx^- «^ 



8y 

— i, wo y" 



— -Hb; z. B. für m 

X* 



1: 



ß-^-ß 



.«-» 



— -Hl). 

x" 



J 



• • I 



.•^ u 



t ■ 



t 






r* 
t 



- 1: 



.) 



t I 



f ■< I , 



I 1 



} * . 



\ 



•I 



\ 



• ! 



\ 



Dritte Abtheilang. 
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Dritte Abtheilnng. 



Integration exponentieller und trigonometrischer Functionen. 
Lehrsatz. Bezeichnet f(e') eine rationale Function von e', so ver- 

wandelt sich das IntegraiyiF(e')dx durch die Substitution z « e"", — s» 8x, 

z 

f Q2 f(z) 

inyf(z) — , also in das Integral einer rationalen Function -^^. 

Zusatz 1. Das Integral einer rationalen Function von Sinx und Cosx, 
nämlich y*f( Sin X, Cosx)dx, lässt sich immer auf die Integration einer 
rationalen Function zurückführen. 



Denn da Cosx 







A 



.--«' 



r n 



i » " 



r t 



Sinx SB 



i Ö^^e^''! 



^ (i « }/— 1), sover- 



»z 



z , dx 8B -;- , das vorgelegte In- 
iz 



2 ' 2i 

wandelt sich durch die Substitution e" a 

tegral iny*t/;(z)*8z wo 'kp eine rationale Function ist. 

Zusatz 2. Da jedoch durch vorstehende Substitution das Imaginäre 

nämlich Tang()x)asu, woraus Sinx s:*^ 5..,Cosx « 5, 8x = ^ — ^ 

folgt, durch welche mithin dasYrilegratJr f (Sinx, Cosx)8x auf die Formy^(u)8u 
gebracht wird, wo q> eine rationale Function ist, wenn f eine solche ist. 

Zusatz 3. Da allgemein y*x 8 qp s xfp-^y^cpdxj so lässt sich nach 
vorstehendem Lehrsatze auch das Integral yx 8 (]p immer finden, wenn q> 
eine beliebige rationale Function von Sinx und Cosx ist. 

AnmerkaDg 1. Der oben aaf^stellte Lehrsatz lässt sich noch etwas allgemeiner 

so ausdrficken: Es sei y ss j^a + be' + ce'^ nnd f(e*, y) eine rationale Function 
von e' nnd y, so yerwandeli sich durch die Substitution z ^ e' das Integral 

/f(e% y)öx in/f(., V.+b, + c«.)? = /^ («) 8. +/l=^pi= 
•^ ^ . ^ ** '^ K « -*- bz -H cz« 

wo 9 und v» rationale Functionen sind. Durch eine passende Substitution lässt sich dieses 
Integral stets auf die Integralion einer rationalen Function zurückfahren. Vergleiche Ab- 
theilung 2. 

Anmerkung 2. Die folgenden Tafeln enthalten hauptsächlich Integrale rationaler 
trigonometrischer Functionen, aus welchen sich die Integrale der entsprechenden Expo- 
nential- oder hyperbolischen Functionen durch Vertauschung der veränderlichen Grösse x 
mit xi sofort herleiten lassen 5 daher die Aufstellung der letzteren als nnnöthig unter» 
blieben ist. 

Anmerkung 3* Auch andere Substitutionen, wie Sinx ss y oder Cosx=sy fuhren 
die Formeln der folgenden Tafeln grösstentheils auf diejenigen der vorhergehenden Ab- 
theilungen zurück nnd geben zu Vergleichungen Gelegenheit. 
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Integrale exponenti^et : arid trfgOBDfekfttischer Functionen. 
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/Qosx'd». 



n eine positiTC ganze Zahl, n' die grösste in ^ enthaltene ganze Zahl; also 

.- \ i . . « - 1 • • • . if ^ j ' ' * ' , ^ • •' — - .. . « 
n' « :r wenn n gerade, n' « — ^r- wenn n ungerade ist 



TT 



f. i 



!""*Cosx' 



v=n'-l 



■I 1 1 > ■ » ■ ■ 1 ■ - * t- * < — / < ■ ■■» ^ > 1 *' 



-^ 



T-^r^ 



:-^ 



Ki 



--P 



n,Cos(n - 2i/)x + n«»' • 2""*' Cos(n - 2nOx. 






»ir 1, ,1, I- J.^,^■^ . ^^ •" ' •> .' 



l / 



I , — • M t ' ' > J — — •* ••»•t'l 



».■'"' I -* 



« • ■ ' ' » » 






j . I -/ '• *) - - ' ' Ml'' "?* 



2C0SX* = Cos2x + l. 

4Cosx' a Cos3x + 3Cosx. 

< 

8C0SX* « Cos4x + 4Cos2x + 3. 
I6C0SX* «a Cos5x-H5Cos3x-*-ldCoäx.* * 

32COSX« = Cos6x + 6Cos4V+15Cöi55x"+10. 

64COSX' « Cos7xi7Cos5ici:4;icl)SJi4^"ä5Cbs^^' *'''•;• ^ '^^ 
128COSX» « Cbs8:i4-8Cos6x + 28tios4x'^^'5'6Coä?x4-3^^^ "'* ' ' ' 
;?56,Cosx» = Cos9x4-9Cos7x + 36Cos5x:+84<Jos3x + lä6CöSx/' * ' ; 
S12 Cosx"" » CöslOx-4- iOCos8x+45 Cos"6 x+ 120C(Js 4 x -t-'a^lTrCöS 2 i +120: 



/ 



Cosx'dx 



2''T* 



V=ll'-1 




n,:Sin(ni- 2y)x . n.> 6in(n^2n-^x *) . «v 
.n-2-; • '•'*'F' .n^2n' -- ^'' '' • • \ 



* 






Cosxöx a'Sinx« 



\ 1 

^Sjin2x-*.ix, 

4 ' 2 




Sih4x-*.?Sin2xH^|x.' \ 



' » I I 



fcosx^px = |jSin5xH-^Sin3x+| Sin:^ 



Ck)Sji«Öx = ^Sin3xH-?Sinx. 



t « f 



j^ 






Cosx*Öx' = -41 Sin 6x -Ir ^ Sin 4x 
192 04 ^ 

15«. - ' 5 



. • ' 



±|^in2x + j^x 



ür al f. nach vorstetiender lifel- 



w L 



» ■ '- 



I • 



^ a ^ Siö(n— 2n')x 
•) Für ein gerades n ist n — 2n' « 0, daner n^On' ' ** *' 

Die Entwickelong ▼oii^Q>«''dx oaoh. PMaz^H #• W^VL 
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/SInx'öx. 



On 



2'"Siiix 



%H-i 



(-1)" Z My(2n + lXSin(2n-2y + l)x. 



2^Sinx^ = (-l)-2 (-l/(2iiXCos(2ii~2v)x+i(2nV 



y»0 



' 2Smx« . 

SSinx« i 

16Sinx« t 

32Sinx« 

64Sinx'' . 

128Sinx» 

256Sinx* < 

512Sinx»« 



— Cos2x-f-l. 
^SinSx + SSinx. 

Cos 4x — 4Ck>s2x + 3. 

SinSx — 5Sin3x + lOSinx. 

* C!os6x + 6Cos4x — 15Cos2x + 10. 

— Sm7x + 7Sin5x^ 2lSin3x -f- SoSinx. 

CogSx — 8Cos6x + 28Cos4x — 56 Cos2x -h 35. 
SinOx- gSinZx -f-36 SinSx- 84Sin3x+ 126Sinx. 

— CoslOx +10Cos8x-45 Cos 6x-h 120Cos 4x-210Cos2x+126, 



f 



Sinj^dx 






Sin(2a-2v)x . (2nX 



X* 



ß 



Sinxdx et — Cosx. 



SUix«8x = -isiii2x-f-|. 



Sinx'dx 



;^Cog3x-jCosx. 



/sinx« 
ISü«»i 



Sinx*dx 



. 4siB4x-^SIn2x+5X. 
- ^Cos5x+^Ck)s3x- 5C08X. 

oU 4o o 

— L-Sin6x-H^Sin4x 
192 64 

_l^Sm2x+ — X. 
64 16 



Die Entwicklang diäter Integrale naeh Potensen 0. Taf. lY. 



Integrale exponentieller md trlgoddmelirischer PnncÜonen« 
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Taf. ni. 



y"Cosx"8x. 



n 



n' die grösste in r enthaltene ganze Zahl. 



S 



C08x"dx B 



-Cosx*"* Sinx 
n 



5-jj-i/cosx""^8x. 



Cosx"Öx 



(n — 1\ 



^ (l-O. 



Cosx 



•-»»-1 



(^) 






8x* 



(i). 



I Cosx» 
ICosx* 



1 1 

8x sa ^ Sinx Cosx + s x. 

9x = 5Sinx(Cosx'-|-2). 
3 



( 



Cosx*9x « 4Sinx(Cosx»+^Cosx| + 5x- 



Cosx*8x =5 



Cosx'Öx 



1- ^- • 3cosx)h-3 
f Cosx*-!-^ Cosx 



|sinx 

1«. 



2 

4 
3 



8 

8^ 



iSüix(Cosx»-*-| 



) 

8 / 16 



Tcosx'öx « ^Sinx(Cosx«+^-Cosx« + | Cosx» + ^) . 



I Sin X Ccosx' + ^ Cosx»+ ^ Cos x« + f| Cos xi 
o \ 6 24 lo / 



35 

128 



I Cosx» 

/cosx'Qx = |sinx(Cosx« + pCosx«+pCosx« + |^Coax»+^). 



Cosx"8x 



ir Sinx Ccosx»+5Cosx'+?^Cosx»+^Cosx»+?^Cosx'i 

lU \ ö 10 Ö4 



128 / 



63 
256 



X. 



Die Entwickelung dieces Inlegrab nach den Sinus der Vielfachen von x ». TaL L 



J 
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Dritte Abtheilaiig. 



Tafel IV. 



/Sinx'Öx. 



n 



n' die grösste in - enthaltene ganze Zahl. 



/sinx"9x = - 
/sinx"9x = - 



.n-I 



Sinx'^^Cosx n-- 



n 



v> 



Sinx"'^9x. 



^n - 1 



C^l'-^llAsinx--^^ 



- 1 



y=4> 



(l- 0. 






^rSmx"-^'9x. 



1 1 

— -CosxSinxH-^x. 

-^Cosx(Sinx«+2). 



iSinx'dx => 
jSinx*dx « 
ßlnx»8x = -^Cosx(sinx*-#-|sinx*+|) . 



— - Cosxf Sinx'-f-^Sinx )+xX. 



4 V ■ 2"" / ■ 8 

1 r. ^ /«._ . 4 «. .8' 



— ^ Cosx 
6 



(Sinx» + 1 Sin x»+^ Sin x) 



ISinx« 

ßinx'Öx = - ^ Cosx(Sinx« + |sinx*+| Sinx»+y) . 
ISinx»9x « -|cosx(sinx' + ?Sinx»-t-||sinx»+||sinx) 
/sinx»8x « -Jcosx(sinx» + pSinxV||sinx«-».||sinx»+^). 
/sin X» 8x =» - j^ Cosx(sinx» + 1 Sinx' 



35 

128 



— Sinx» -»- — Sinx» -I- — Sinx'i 



63 
256 



X. 



Diege Tafel folgt aas der rorigen durch Verlanschang von x mit ^ — z. 

Die Edtwickelung diese« InlegraU nach den Sinus oder Cosinus der Vielfachen ron x 
s. Taf. IL 



Integrale exponenÜeDer and Mgonoin^Hsder Fnnctioneii. 



Ilf 



y*C!osx"Sinx"öx. 



Tafel V. 



n' die grössie in ~ and m' die grösste in ~ enthaltene ganze Zahl. 

4^ 4^ 



i 



Cosx'"Sinx"öx 



Cos x—^ Sin x"^* 



m + n 



m + nj 



Coßx"^^Sinx"9x. 



CöSx" Sinx'öx » — 



Sin x""* Cos x"*"^* n — 



m + n 



5^ fCosx'Siax-*»«, 
m+n/ 



Cosx" Sinx"8x 



Cos x""' Sin x' 
m-fro 



L m + n — 2J 



.(n^l)(m-<) Tcosx'-^Sinx-^dx. 
(m + n) (m + n — 2)^ 



ß 



Cosx" Sin x"Ox 



Sinx"** !S"'* (-2~). 



irl 



m + n -fft /m+n 



(V).. 

•m+n 



(=T-0. 



Cosx 



ni-Ä^l 






-2a 



Ck)sx"~*" Sinx'öx. 



ß 



Cosx"Sinx'Öx = — 



Cosx 



nH-l l^Äii 



n-1 



n ^ 



r- (V) 



^•♦•n S /m + n 



Sinx 



-2y-t 



/m + nv f 



(^-1). 



Cosx"öx. 






Cosx"SinxÖx « — 



Cosx 



nH-l 



Cosx^Sinx^Öx « — 



m + l 

Cosx"^^Sinx 



Cosx'"Sinx*9x « - 



Cosx" Sin x*9x 



m + 2 
Cosx^* 
m + 3 
Cosx 



m 



M 



Cosx"öx. 



m+1 



) 



m+l 



(sinx». 



Cosx" Sinx* 9x = — 



m + 4 V m+2 / (m-rtXm-*- 

Cosx"^* 



nr 



Cosx"9x. 



m + 5 



(sinx* 



ni+3 



Sinx* 



8 



(m-».3)(m+l)/* 



) 



120 



Dritte Abfheilttlig. 



Tafel V* FortseteQDg. 



yilosx"Sinx"Öx. 



/ 



Cosx'Sinx'Öx = ~ ^"°t fsinx^ 



in+6 



I' 



in+4 



Sinx 



« 



15 



(in-»-4)(m+2)^'"*J 



15 



/ 



(in + 6)(m + 4) (m +• 2) 

6 



48 



/ 



Cosx"9x. 



m 



in-t-5 



Sinx« 



24 



(m+SXm+S) 



rSinx* 



ß 



Cosx"Siiix»9x « — 



(m-*-5)(in-f.3)(in 
Cosx"^* 



T>]- 



in + 8 



[ 



Sinx' 
105 



Sinx* 



35 



(m + 6X'n-t-4X'n + 2) 

105 



ß 



Cosx"Sinx»öx = — 



(m + 8)(m -t- 6)(in + 4)(m + 2) 



nn-6 ■ (m-»-6)(m + 4) 

Sinxl 

Ctosx"9x. 



Sinx* 



ß 



m-f-9 



192 



r 

SinxM 



Sinx' 



48 



(m+7)(m+5) 
384 



Sinx* 



/ 



(in+.7Xm+5Xm+3) (m-H7Xm+5Xm+3Xm+l)J* 



1 



Cosx"Sinx"8x »-^^^fsinx» 



9 



m + lOI 



Sinx' 



63 



315 



(m+8)(m+6Xn>+4) 
945 



m+8 
Sinx» 



(nn-8)(m + 6) 



Sinx» 



Sinx 



] 



(m+8Xm+6)(in-i-4Xn»+2) 

945 

(nn-10Xnn-8)(m+6)(m+4)(m + 2) 



/• 



Cosx'^&x. 



ß 
ß 



Sinx" Cos xdxa 



Sinx 



nH-1 



Siiix"Cosx«9x 



m-i-l 
Sinx"^* Casx 



ISinx'" 



m 



Cosx'dx 



Sinx 



— (Ciosx« 



nn-2 
2 



ß 

i) 



Sinx"8x, 



U. s. f. 



Diese Integrale ergeben sich ans denen amstehend durch Yerlanichiing teil x mit - 



— X. 



Integrale exponentieDer mid trigenonebrischer Functionen. 



12f 



IP 



/' 



FoilMttaiig Ton 'Ttfol V» 



C!osz"Siisf8z. 



jCo8x*Si 



Sinx*8x 



Sinz*8x 



Sinz«&x 



-|Qsm4x-x). 
^^|co85x-|cos3x-2Cosx^ . 
A(lsin6x-|su.4x-|sin2x+2x). 



/ Cosx»Si 

I Cosx»Sinx»8x — — ^(^C!os7x-|cos5x+|cos3x+5C«ix) . 

I Ck)Sx»Sinx«ax - -^(|sin8x-|sin6x+Sin4x-i-2Sui2x-5x) . 



Cosx*Sinx*dx 



Cos3^Sinx*8x 



- ^ d SinSx + 1 Sin3x - 2 SiaxV 
|(|cos6x-|cos2x). 



j Cosx»Sinx«ex a g^^Sm7x-|sin5x-Sin3x + 3Smx). 



C!osx'Sinx*8x 



- l|g (I Cos8x - 1 Cosöx - 1 C0S4X H^ 3 Cos2x) . 



rCosx«Sinx«8x - -^(Jsin9x-|sin7x + |sin$^-«Sinx). 
/cosx«Smx»8x « -^(|sin6x-f-|sin4x-|sin2x-2x) . 
lCo8x*Sinx»8x = ^^Cog7x-»-^Cos5x — Cos3x — 3.C<»xV 
lCosx*Sinx*8x • ^^|sin8x — Sin4x+3xV 
/cosx*Sinx*8x = — ^yCos9x— ^Cos7x— |coa5x+|cos3x + 6CosxY 



Cosx*Sinx«Öx 



-^(^Siiil0x-jSin8x-|sin6x+2Sin4x+Sin2x.6x). 



Die aUgemeinen Formdn za diesen Integralen s. Taf. VI. 



SB 



16 



ixk 



Dritte Abtheilaag. 



Ttfdl VI. 



/ 



Co8z"ESdx!*8z. 



ADgemeine Formeln zur Entwickelung dieshs Integrals nach Sinus nod 
Cosinus der Vielfachen von x. (Vergl. Taf. V.) 

• m und n positive ganze Zahlen; - ^ 

m' die grosste in^ ^ enthaltene ganze Zahl. 

. ^ • V 



2 

v=0 



(-lya^^^^'Cosx^Sinx^ = 2«vCos(m+2n-2v)i:+2'""*"'"^*a.wCos(m--2m')x j 



^ht-i 



(-l)"2"'*'^Cosx'"Sinx^* «2 «»'Sin('n -*- 2n - 2 v -*- l)x. 



v=0 



Die mit a bezeichneten CoefScienten ergeben sich entweder ' für di^ 
erste oder für die zweite Formel je nachden man p =s 2 n oder =s 2n+l 
setzt, aus den n+m'+l ersten Gliedern der Entwickelung von 



ifs^m-Hi 



(l+q)-(l_q)'' = 2 M% 



IRSO 



1 ft 



und lasset sidi aDgeftieitt äusdrflcken wie folgt: 

«,. « 25"^^*A"y-A> ode^^aü<A: «^ •■ (•l)''2^-l)*ni^(p-tti)^ja» 

-' A=v' ' . . • 

oder auchr ^ tc^ =>. (— 1) n/m— p)^^^^;' wo in den beiden letzten Formen 



t » 



i/ die grösste in ^ enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 



-^- — i- 



ß 



-W OS« «fti 



Cosx^Sinx^Öx'^^ 



(-iy v^'~*a.Sin(m -f. 2n - 2v)x 



v=0 



/< 



&-t-i< 



Cosx"Siiix"*'8x 



(-1)' 



,11—1 K=m+m' 



iiii-t-2o 



m + 2n — 2v 
^ (-1)" Sin(in-2inr)x 

«KCo8(m + 2n — 2y+l)x 






Integrale ejqwnenlieiitf ' oad Ulgomiielrischer FaDctionen. 
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/ 



Sinx* 



Tafel Vit 



Algeneine Formeln zu Taf. vm und IX. 



/- 



cogj*ex 

Sinx* 
Cosx" 9x 



" ~ (n-l)Sinx^* n-1 J Si 



C08X"»X 



Sins^"" 

V 

— 1 t'Coaj^^dx 



Sinx* 
Sinx" »X 



Cosx" 



Co8x"~* m-1 / *Cosx»~' 

(m- n)Sinx-* "*""»- V Sinx"' 

-T^y'^y, fiir.y-5-x; 
J Siny- ' 2 



•>. 



/- 



Cosx*8x 
Sinx" 



(nn— li)Siiix""* 






- • (=^), 



(t^-1). 



( 2_)«j/^Cosx"^*"'öx. 



(=T^).V 



/- 



Cosx^x 



ISinx" 

ra — m 



Sinx* 



Cosx*** ig'-* (~5 

•1 ä (!t?)Sinx-^» 



n 



-0. Ct-O. 



Wh 



J Sinx-»*' ^- 



/- 
/- 



8x 



CosiS-'-» 



0-0. 



d-O.. 



Sinx* 
CosxOx 



n-1 A (^)Sinxr^' (^ 



fi^^si;^'- 



r t 



Sinx* 
Cosx'"öx 



(n-l)Sinx 



a-l 



I /*Gosxöx . -. 



Sinx 



Ig'- * Cosx-^* r 
Ä ni-2>-l-*-J 



Cosx 



8x 



Sinx 






Cotgx"8x 
osx'***8x 



«_C^^_/iolgx*T»8x. 



.-iC-il-f.^) 



Sinx* 



2^ Sinx"-* Ä 0* — i)» 



i Cosx-*»-*-' 



. 



*) Die Terbindong dieser beiden RedacHonsfonnelii 8. Tafel IX am Bude. (8. 127.) 



Wk 



w» 



124 Dritte Abtheilmig^ 



Tafel Yffl. /• 9^ /• g. 



J s«*^ • J~ 



Cosx* 



Die angemeinen Formeln zn diesen Integralen s. Tat Ylb 



J-—^ - logTang|x. 

/*8x 
^ Sinx* 



— Gotangz. 



/* 8x Cosx , , -, 1 

Js5n?--2Staxr-*-^««^«"8^2*- 

r 9x Cotangx / 1 \ 

JSinx* ~ 3 \Sinx»'*'^>/* 

/"öx Cotangx/ 1 3 \ 3, „ 1 

/ *8x Cotangx/ 1 4 8\ 

J Sinx* *" ~ 5 VSinx* "*" 3Sinx» ■*" 3/ ' 

rSx Cotangx/ 1 5 15\5,„_1 

JsS? 6 VStoi5+•4S^iF•*-8SiHJ■*•i6'*«^'"«^2'^• 
/^öx_ . Cotangx / 1 6 8 16\ 
^Sinx» " 7 VSinx« "''5Sinx*"*'5Sinx*"*" 5/' 

rex Cotangx/ 1 7 35 35 \ 

Jsiax» " 8 VSinx'**'6Sinx»"*"24Sinx»**'l6Sinx/ 



/^ 



35 1 

■*-128'^«^'"«2^- 

öx_ Cotang x/ 1 8 . 48 . 64 . 128 

Sinx" "■ 9 "^ 



/ 1 8 48 64 128\ 

VSinx« "*" 7 Sinx« "*■ 35 Sinx* "*■ 35 Sinx» **■ 35 / * 



/^».ogTangd^D. 1 /^-T«.gx. 

/;ö£_»l2ng2E(_JL_ + 2V U.S. f. 

^ Cosx* 3 VCosx» ^ '^Z 

Diese Formeln ergeben sich ans den obenstehenden durch Vertan- 

schung von x mit ^ + x, wodurch Cosx in —Sinx, Sinx in + Cosx ver- 

wandelt wird« 



Integrale exponentieHer and trigCMKNoetrischcr Functionen. 
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/- 



Cosx'Sx 
Sini^ 



Tafel IX. 



Allgemeine Formeln zu diesem Integrale s. Taf. VII. 



/- 



CosxSx 
Sinx" 



(n-l)Sinx' 



■-1 



/- 



CosxSx 
Sinx 



log Sin X. 



/- 



C08X^8X 

Sinx" 



Cosx 



(n— 2)Sinx 



ii-i 



•Js 



i 



Cosx*8x 

Sinx 
Cosx* 9 X 



Sinx' 



Cosx + IegTang- X. 
— Cotangx ~ X. 



/*Ck)sx*Öx Cosx 1, -, 1 

J-Sai?~^"2Sta?-2'^^^»2 

/*Cosx*8x Cosx ^ Cotangx 



Sinx' 



3 Sinx« 



/ 



Cosr'Öx 



Cosx« 



Sinx" 



(n-3)Sinx"~* 

Cosx* 

.«-1 



(n-l)(n-.3)Smx 
2 



.«-i 



(n -l)Sinx-* (n - 1) (n-3)Sinx' 



.11-3 • 



i 

1- 



Cosx*8x 

Sinx 
Cosr'Sx 



Sinx* 



- Cosx* -f- log Sinx. 

— e^ — -*-Sinx. 
Smx 



i 



Cosx'8x 

Sinx« 
Cosx*8x 



Colangx* 



2 
Cosx* 



Sinx* 



4 



-log Sinx. 
2 



3Sinx* 3Sinx* 



Cosx*8x 



Sinx" 



Cosx« 



(n-l)Sinx 



.«-1 



n-lj 



► J Sinx" 



L 



i 



Cosx*8x 
Sinx 

C08X*8X 

Sinx* 
Cosx*8x 

Sinx' 
Cosx*8x 



1 1 

^ Cosx*+ Cosx -♦- logTang- x . 

_^_3gj^^ß^g^_3x. 
Smx 2 2 



Sinx* 



Sinx* 

Cotangx« 
"" 3 



(cosx«-.|cosx)-|logTang|x 



Cotangx + X. 



Bat 



124 Dritte Abtheihing* 



Tafel Yin, /* Qx 



J Sinx- • J ( 



Die allgemeinen Formeln zü diesen Integralen s. Taf. Vlb 



/* 9X COSX , rr 1 

/ *dr _ Cotangx / 1 \ 

JSinx* ~ 3 VSinx'"*"'*^* 

/"öx Colangx/ 1 . 3 \ . 3,^-,„.„!^ 

/ *8x _ Cotangx/ 1 4 8\ 

^ Sinx« 5 VSinx* "•" 3Sinx» 3/ * 

/Vöx Cotangx/ 1_ 5_ . _15_\ 5^, - 1 

ySx . Cotangx / 1 _l_^_A_j.M\ 

/ Sinx« ■" ~ 7 VSinx« "'" 5 Sinx* "*" 5 Sinx* "^ 5 / * 

/*ex Cotangx /_j_ 7 35 35 \ 

/sinF " 8 VSinx'''"6Sinx»"'"24Sinx»'*"l6SiBX/ 

^5 1 

_^4^1ogTanglx. 

128 * * 2 

9x Cotengx/ 1 . 8_. __4§_^_?i_^.128\ 

~VsiiF"*"7Srnx«"^35Sinx*"^35Sinx» 35/' 



fax 

^Sinx»» 



Sinx»» 9 



/^ = .ogTang(^.D. 1 /cfe-T«.gx. 

/&-2^-»««^-Ki-D- 

J Cosx* 3 VCosx* ^ */ 

Diese Formeln ergeben sich aas den obenstehenden durch Vertaa- 

schnng von x mit ^ + x, wodurch Cosx in —Sinx, Sinx in + Cosx ver- 
wandelt wird. 



mmatmmmBaBmtmBBaamaBssssssssssssssss^ssssas^m 



Integrale exponentiefl» und trigoaratatrischer Functionen. 
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/- 



Cosf 8x 
Sinx" 



Tafel IX. 



Allgemeine Formeln zu diesem Integrale s. Taf. VII. 



/ 



Cosxdx 
Sinx" 



(n-l)Sinx" 



-!• 



/ 



Cosx8x 
Sinx 



log Sinx. 



/- 



Cosx*8x 
Sinx" 



Cosx 1_ / *8x . 

(n -2)Sinx-* » - 2 J Sinx" * 
Cosx 1^ f 8x 

(n - l)Sinx""* " * V S»««""' 



i 



Cosx^Sx 

Sinx 
Cosx* 9 X 



Sinx' 



Cosx+IegTang- X. 
— Cotangx— X. 



rCosx»9x Cosx 1. rr,„„l 



J Cosx^Sx Co 
Sinx* """"aSi 



Cosx Cotangx 



3 Sinx» 



/ 



Cosx«9x 



Cosx« 



Sinx* 



«~i 



(n— 3)Sinx' 
Cosx* 



(n-l)(n-3)Sinx 
2 



it-i 



(n-l)Sinx""* (n- l)(n-3)Sinx' 



»-3 • 



J- 



Cosx^Sx 

Sinx 
Cosx'öx 



Sinx' 



-Cosx*-f- log Sinx. 

— -ö: — -^Sinx. 
Sinx 



i 



Cosx*8x 

Sinx* 
Ck)sx*8x 



Colangx* 



2 
Cosx« 



Sinx« 



■♦ 



-log Sinx. 
2 



3Sinx» 3Sinx* 



Cosx*8x 



Sinx' 



(n-4)Sin-*V n-2 / (n-2)(n-4) J Sinx' 

Cosx» 3 /*Cosx*8x 



(n-l)Sinx' 



■-4 



3 /*Cosx*8x 
~ ^^J Sinx""* 



i 

i 



Cosx^Öx 
Sinx 

Cosx^Qx 
Sinx* 

Cosx*8x 
Sinx» 

Cosx*9x 



Sinx* 



1 1 

ö Cosx*+ Cosx -+- logTang- x . 

Cosx« 3«. n 3y 

-Sta^-2^*"^"-2''- 

gji^(cosx*-.|cosx)-|logTang|x 
^ — h Cotangx + X. 



mm 



ma 



f2S 



Dralle Abtheiloag. 



Tafel IX« Fortsetsung. 



J- 



Ck)sx'"dx 



• n 



SiBz 



i 

I- 
f- 



Sinx" 



(n-5)Smx"''*V n-3 (n-lXn-3)/ 



Co8x*9x 



Sinx 
Cosx*8x 

Sinx* 
Cosx*9;ä 



Sinx» 
Coflx*8x 

Sinx* ' 
C!osx*9x 



Sinx«^ 

Ck)sx^8x 

Sinx^" 



« 2 Cosx* + ^ Cos X» + logSinx . 
-" ärfix* ^"^ ** ~ ^^ - ziogSinx. 

1 1 

s — 2 Cotangx* + - (Totangx^ + logSinx. 

--sH?(«-'^-s'^''*5l)- 



/ 



Cosx*8x 
Sinx" 



(n-6)Sinx 



-. (^-'-i^^»^-^(5i:^)H 



15 rsx 

■" (n-2)(ii -'4)(n - 6)J- jsin x" * 



i 

i 



Co««8x 



Siax 

C!osx'8x 



-— h ^ + Cosx Hh log Tang - X . 



Sinx 
Cosx^8x 

Sinx« 
Cosx«8x 



- » ifc(^«'-i^^-f H-f*- 



Sinx* 
Cosx*8x 



X. 



Sinx^ 
Cosx«öx 



Sinx« 



-2s5n?(^«'*-f^^-*-5Cos-)+' 

1 1 

= — ^ Ciolangx* + 5 Ck)langx® — Colangx ~ x. 
5 ■ o 



Integrale exponentiailar'taMl'firlgoiMBieMscher Fanctiooeii. 
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/- 



Cosx^Öx 



Portseisaiig vob fafel IX« 



Sinx" 



Vergleiche Tafel VII. ' 



/ Cosx"8x j- Cosx^l m^l P Cos 

S- 






( \ 



COST^hX 



1 ^-^ (r-^)(c^X Cos«-»-* 

Sinx" «"-Ja » (i=^ ' SiBx"-*^ 



(^X 



. :y (~T~X /*Cosx--"Ox 
^ '^ (2:=J)^J Sinx-« 



Cotangx"öx = -g (_i)'*^2«^g__ + (_lWcotengxr*'öx. 

(Diese Fonnel folgt aus der vorigen für m s» n, wenn ;i «s n' s der 
grössten in - enthaltenen ganzen Zahl genommen wird.) 



T ■ *' r t :^ 



■» »LT-r ag 



X^^ 



ri M I t 



•"■— V 



/a 



dx 



Tafel X 



Ck)sx"Sinx" 



AUgem. Formeln za Taf. XI. 

t 

n' die grösste in ^ , m' die grössle in -^ enthaltene gamse Zahl« 

r 

* — * .^-. -^p _ ■ - - ,. - ^ , 






dx 



Cosx™Sinx" 

»X 

Cosx'"Sinx' 
8x 



(n — l)Cosx"*"'*Sinx 
1 



m-f-n— 



-n-2 r 

-1 Je 



Öx 



m -i-n — 



-i< 



,n-l 



(m - l)Cosx'"~'Siax 

(n - l)Sinx*-(fn- l)Cosx* 



m 



11-2 r 



Coax«Sinx*"^ * 
8x 



«i-2< 



Co*x"^^Sinx 



«-ii 



Cosx^Sinx" (m-l)(n-l)Cosx""'*Sinx 



,n-l 



(m -f- n — 2)(m -m — 4) /^ 
(m-l)(n-l) Je 



&x 



n^2. 



Cosx"^'*Sinx 



►2* 



■aH 
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Tafd X. Fortfletzong. 



/e 



8x 



Cosx"Sinx" 



ß 



öx 



AUgem. Formela zu Taf. XL 






Cosx" Sin X' ■ (m - 1) Sin x°~* ^ /™ - 3 



.•-Ä»-l 



/. 



/m — 1\ ,/ Cosx""*" 



*"'Sinx" • 



8x 



Cosx* Sin x' 



■ 1 f' " (^- 0. 

(n~l)Cosx— *ä (H:^)Sini 
(1=1) JCosx-Sinx""'^" 









8x 



-1 



Cosx" Sinz 
8x 



(in_2y-l)Casx' 



m-»^l 



:f. 



dx 



Cosx""*" Sinx 



Cosx Sin x" 



_ ^'-^ . 1 r öx 

J (n~2»'-l)Sinx-^^* J Siax'-^' 



Cosx 



I 



dx 



Cosx Sinx 
8x 



SB logTangx. 



Cosx" Sinx' 
dx 



' J Siny" ' 



für y = 2x. (S. Tafel Vni.) 



Cosx* Sinx 

8x 



^ + logTang?. 
gc^F+^osTangx. 

3C^'*-C^-*-'"«'^"'»l- 



log Tang X 



Cos x^ Sinx 

8x ^ 
Cosx* Sinx 

8x ^ ^ , ^ 
Cosx* Sinx "* 4Cosx* 2Cosx» 



Integrale ezponenlieltor «ui4 .trigfnMBaabrischer Fanctioneii. 
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ß 



»X 



TittAXl 



Cosx'Sinx" 



Allgemeine Formeln s. vorige Tafel. 



ß 



8x 



1 — mCüsx* 



Cosx"Sinx« (m — l)Cosx""' Sinx 



{m^2)C 8x 
m — 1 ^ Cosx*"'^ 



I 



dx 



Cos X Sinx* 
8x 



Cosx*Sinx' 

8x 
Cosx* Sinx* 

8x 



-SSI-*-^«8T«"«^(i-*-|)- 
— 2C^lang2x. 

1-3C08X* 3 ,„„T««»/'« 

2Cosx«Sinx -*-2^"g^'°gV4- 
-5ColaBg2x. 



!)• 



Cosx* Sinx* 3 Cosx» Sinx 3 



i 



8x 



2— (m-i-l)Cosx* 



Cosx"Sinx« 2(in - 1) Cos x"*"" Sinx* 



m+i r 8x 
2 JCosx-^^Sinx' 



CosxSinx* 

Sx 
Cosx* Sinx* 



/Cosx» Sinx« *■ 
^ Cosx* Sinx» , 



-2ssr«-*-'*'»'^»"«^*- 

~2CÖsxSiiü? ■*■ 2COTX "*" 2 '"^'^f* 2 * • 



2Co83x 



, + 2 log Tangx . 



(Sin2x)' 
2Cosx»Sinx»"^6C5^"*'2C3^"*"2'**'^""«l'' 



A 



dx 



Co8x"Sinx« 3Cosx"-*Sinx' 



m-h2 f 
3 Je 



dx 



Cosx"Sinx» 



I 



8x 



CosxSinx^ 
8x 



Cosx» Sinx* 

8x 
Cosx» Sinx* 

8x 



3 Sinx* Sinx 
^^^^X__8coiang2x. 



log Tang (j + ?). 



Cosx^Sinx^ 



2Cosx*Sinx* 6Sinx* 2Sinx 
-|^»'»2x(^ + 2). 



|logTang(?H.?) 






17 
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Tafel XIL /* »x 



/• 



a+bCosx * 



Ja+bCosx yä^::p ^'b+aCosx J ZTu^^"^ ^^^ 



.J: Are, Sin Sinx|V-b^ 



a + bCosx 

1 . -, b + aCosx . ,, 

Are. Cos TT^ — ; wenn a* > b*. 



ß 



1/a*— b* * a-i-bCosx 

a^-bCosx |/b»-a* ^ b^-aCosx 

1 . b -+- aCosx + Sinx}V— a* , ^, 

■" 1/^1=1 löff üT^ — ; wenn a'< b*. 

Vb*— a* * a + bCosx ' ^ 



f——.^^L——^ 3. r ^y - ; für h^^b^TT* , b = hCos«, 
^a+bCosx+cSinx ^a-+-hCosy' ' ' » 

c SS hSinc , y a x— «. 



Andere Formen der vorstehenden Ililegrale sind: 

■^„ ' M Cos 



/* Ox 1 , — 2 



Cosx Sin « ® (j^g »-f-« 



1 j l + Cos(x-.«) 



i 



Sin« * Cos« -f- Cosx 
Ox 2 



i+CosaCosx Sin 



j^Arc.Tang(Tang|.Tang0 



« ^ Are, Tang ^'"^^'"^ 
Sin« * ®Cos«-*-Cos 



am 



Integrale e^i^nentieUdr und trigooon«lrischer Fanctionen. 
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ß 



ForUetzQOg von Tafel XIL 



8x 



a + bCosx ' 



ß 



Ox 



Sina+Sinx 






-^arc.S0tanfl[Tang(|+?).T.ng(2^|)] 



/^ 



8x 



l+SinaSinx Cos 



-Arc.T.ng[Tang(f + D.T.ng(f + ?)]. 



/. 



8x 

6ofx + €ofa 



z-l-cc 



log ^ 



@tna 

2 



6of'-^ 



®in 



- ar?.a:anfl(aAinfl|-a:anfl|). 






Qinx+^ina 6ofa 



J($ofx 



dx 



Cosa 



CosaSofx 



g|^ Are Tang (ZartQ |. Tang . 



^arca:«nfl(3:anö^-Tang?). 



AnmerkaDg. Bei der Anwendimg dieser Formeln dOrfcn die Grenzen der Inte- 
gration niclit solclie leln, zwischen welchen der Nenner unter dem Integralzeichen ver- 
schwindet» 



IT 



133 Dritt« Abtheiliifig« 

Tafel XIL Forifetznng. 



Cosx -HP + qi ' 
p und q reeDe Grössen, i =s y — 1 



Man bestimme die ^reellen Grössen A, B, C, a, ßj y «us den Gleichungen : 
A + Bi-Vl-(p+qi)« , C-A» + B«, « + ^i .- yi±L±i' , 

X X 

Y ^ a^-hß^ y und setze Tang- e» u, S^ongr = v,. so ist: 
C üx A « ^ 2au B . « 2/?u 



i 



- i(^arc.a:an9^, + ^ Are. Tang^) I 



8x A. ^ 2av Bj^ ^ 2/?v 

TF"?- : = F Are. Tang x'^y^flrcXana—— 

@ofx-f-p+qi C öy^v* C '^y+v* 



>i(«Arc.Tan,^^^«re.^a-Ml,). 



A + Bi = Vl-(P + qi)*, C-A« + B', « + ^i - j/i^£r| , 

y - «» + /?» , w = T«ng(J + D. 

/* 8x Ao, ^ 2«w B. -, 2/?w 
I ö: ; — — 7? ^xcXam z — 7? Are Tang —f- — 

■ ■ ■ ■ ■ ■ . ■ — — ^^ — ^1 ■ I ■ mm* 

A + Bi- Vl + (p + qi)', C«A» + B», . v - a:<ms|. 

f 8» A, 2[(ApH-Bq)T-A] 

Jeinx+p+qi "^ C''"'^*"'öc + (pv-l)»+q»v* 

C ^C— (pv — 1)*— qV 

if^arr 3--«« 2[(ApH-Bq)T-A] 
- «Lc*"-^**"« c+(py-l)»+q'v« 

C^'^*'*^""*C-(pv-l)»-q»v»J* 



Integrale exponenUeüer «nd' Ürigonoihetrischer Functionen. 
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ß 



»X 



Tafel JillL 



a + bCosx * 



Bez. a + bCosx » X. (s. vorhergehende Tafel.) 



dx 



/ 8x 1 r bSinx n-2 /*dx (2n~3)a/*»x - | 

X" " b«- a« L(B - DX"-* '*' n - 1 J x-' n- 1 J X""* J * 

J/*8x ■ bSinx a f 

J X» *" (b'-a*)X~b'-a» J" 
»X 1 r 
x» "(b«-.')'L 

/9x_ 



(b» -a*)bSinx SabSinxT a< + jb* T 
2X» 2X J"*"(b'-a»)^" 



dx 



(b'-a»)^ 



(b*-a*)'bSinx 5(b*- a*) ab Sinx (Ha*-f4b*)bSinx - 



3X» 6X» *^ OX J 



a' + ja b* /*»x 
(b»-a')»J X 



/8x 1 p 

X* -(b'-aVL 



(b*-a')'bSinx 7(b*-a* ) *abSinx 
4X» 12'X» 

(26a»+9b»)(b»-a»)bSinx 5(10a»+Hb»)ab Sinx 



24X' 



24X 



] 



/ *8x ^ 1 rd 

J X« "■ (b»-a»)'L- 



a* + 3a*b*+§b« Tax 
(b«-a»)* J X 



(b« -a*)*bSinx 9(b*~a*)*abSinx 
5X» ■ 20X* 

(47a*+16b»Xl>'-a')'bSinx (154a»+161b»Xb'-a»>bSiBX 



60X» 

(274a«+607a 

120X 



120X« 



*b*-+^b«)bSinx -i a*+5a»b«H-T«b« fbx 
20X J (b»- aY J X • 



t Sinx- 

f. 



2i3pI<^(a+bCosx) 

dx 



5-^logSinJx-t-5;^logCosJx. 

dx 



Ck)sx<X 



1 /*8x b röx_ ^ 1 /*8x b r 
a /Cosx al X " ä / Cosx «^ a 



a + bCosx *. 
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Tafel XIV. 



Zeriegong von Cosnx nnd Sbinx in Factoren. 



Cosnx = 2-*]n''rCosx - Cos ^^^^^^" ] . 
Sin2nx » 2'^*SinxCosxfl~ [Cosx» - (cosg)'l . 
Sln(2n + 1)» » 2*'Sinx5[rCoex»-(Cos^^^y]. 

^ Sin2i 2'"e'"W2' 

^ I ■ ■ - ■ ■ 1 1 ■■■■-■■■■ ■ __, , — ■■— »1 ■ .. ■ - - ■ ■ ■ . - _ _ - — ■■ ^ - - — — — - 

C Cosx9x 1 , £,. 1 , /e .« s 3\ 

J SinSx " 3logSinx_glog(Suix«- j) . 

jT-^SI^ - flogTang f - |5lrc.a:««fl(2Cosx). 
J-^lf- - |logCosx-Jlog(Cosx'-|) . 

/Sinx 9x 1 , Sin (g + x) l ^ „ ^ ^^ - . „„ . 



Integrale exponeiitieDer und trigonometrischer Functionen. 
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ForUeUnnf Ton Tafel XIT« 

Durch Zerlegung in einfache Brüche erhalt man, wenn beziehungsweise 
in den folgenden Formeln m< n , m< 2n^l « m<2n ist; 



Cosnx 



Cosx" 
Sin2nx 



,— i(-tt'si.ö<i±üi . (c«.2=±ffi;)- 



^l' 



Cosx^Cos^^i^^ 



^I'^-'r'(^'fJ(^T. 



n/ 



r — - — r. 

LCos X — Cos ^ 



(-ly 



Cos X + Cos 



;2nJ 



Cosx' 



<sr 



Sin(2n h- 1)x (2n + DSinx^g^ 



<-'rt«"äSii)'('=»'d^)' 



LCosx — 



(-1) 



m-l 



Cos 



filt 



20 4-1 



Cosx + Cos 



2H+1-' 



Mit Hülfe der vorigen Tafel finden sich die Integrale dieser AusdrQcke. 
Vertauscht man x mit ^ — x, so ergeben sich Bruche Ton ähnlicher Form, 

welche im Zahler Sinx"* statt Cosx"* haben. 



Reduction Ton 



/Cosmx 
■ ■ 
Cosx" 



8x. 



P 



Cosmx 



Cosx' 
Cosmx 
Sinx" 
Sinmx 
Cosx* 
Sinmx 



9x 



iP 



21 ^^"-y^ 8» 



Cosx' 



ß-i 



_ /'Ck)s(m-2) x g^ 
^ Cosx' 



9x 



dx 



Ain(m-l)x g^ fCo8(m-2)x 
J Sinx-* J Sinx" 



dx. 



r 



Sia(m — l)x 



dx 



-/- 



Sin(m — 2)x 



8x. 



Sinx' 



8x » 



Cos:e^* J Cosx" 

^rCosCm-Dx ^^_^/'sin(m-2)x ^^ 
»/ Sinx""* ^ Sinx" 



J 
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■■■Bi 



.Tafel Xy. 






/■ 



x"9x. 



» "1 



Öx » »"e 



"-s-m/ x"~*e"Öx (für jedes beliebige 



m). 



y=m ^ J V ■ 

öx = mle^y. ^^^ (weftn m eine positive ganze Zahl ist) 

(m — y)I 



/ xe'Sx = e'Cx-l). / 

I x*e*öx s. eXx*-2x + 2) I x'e'ö 

Tx'e^'Öx a Jx"e*"-^ Tx^-V'Öx 



x'e'ex » e''(x»-3x» + 6x-6> 

X « e''(x*-4x«+12x»-24x+24). 



T^/'"'' 



9y (für y = kx). 



foogxrbx - A-e'öy. I fx'Clogxröx - ry'e<""*''8yjjf ,;^";|. 

!L «, ?- . ^ _!_. 1-1^ (för ein beliebiges m). 

(m - Dx"-* m - 1 J x"-* 






dx 






— e 



a f!(m — IXx' 



I— y 



1 I e*8x (fürmalsposit.) 

(m-l)!j X j gaweZahl j* 



-1? r-V"^ ^• 



e'Qx 

X» 



2 Vx»"*'x>/'*"V * 






8x »e 



■l?-"^/-^'- ("^*'-<'-»'>|<i^ii))-. 



83 ^ 84 



IstA. -0, odera,+g+g+g + ... + ^^£fjy,«0, so lä»t 
sich die Integration vollziehen; z. B. 



x+1 



) Das Integral / — ^-— s. in der folgenden Abtiieil^ng: lotegrallogariUimot. 



Integrale exponenÜeOer' -and IrigMOnctrischer FancUonen. 
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ß 



x"Cosxöx, 



ß 



x"SinxSx. 



Tafel XVI. 



x^CosxÖx « x"Sinx 



Ix'Si 

ß 
ß 



SinxSx 



inx — m Ix" ^Si 



SinxOx. 



x^Cosxöx = m 



— x" Cosx -f- m f x*^Cosx9x, 



•'S -iCosfxrf- 



^"^■^^■^"W" 



=« _v 



x"Siax9x 



wi X / 

«J > — , Sin ( X 
^^ vi \ 






) 



für ein posit ganzes m. 



i 



xCosxdx sBs Cosx-HxSinx. 



x^Cosxöjc » 2:sCosx^-(?' — 2)Sinx. 



i 



x*CosxÖx 
Cosxdx 



(3x»^ 6)Cosx^(x'--ßx)Skix. 

(4x» - 24x)Cosx + (x* - 12x« -i- 24)Sinx. 



CosxÖx « (5x*-60x«-f-120)Cosx +.(;#. -20x«H-120x)Sirix. 
x«Cosx8x = (6x»-120x»+720x)Cos:it-f-Ö!^'-3öx*+3Ö0x^-730)Sin3^. 






xSinxdx a Sinx — xCosz. 



|x«Si 



Sinxdx = 2xSinx — (x< — 2) Cosx. 
SinxSx a (3x*~6)Sii|x.-(x*r-d30CQ69. 



SinxÖx = (4x«-.24x)Slnx-(*«^12x»-l-24)Cosr. 
x»Siwxd« — (5»* — 60x*-t-120)Stax-<x»-20x»+120x)Cosx. 



/x«Si 



SinxÖj B (6a*-130x«+7^x)Sin^L-(x*^30x*+^0*»--720)Cosf. 



■i 



■i 



18 
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Tafel XVII. 



Y * CosxSx r SinxSx 

J X- • J ^F~~' 



f- 



Cosx8x 1 i;j^"^*(m-i/ — 1)!^ / «f— 1 \ 



1 Töx ^ / m — 1 \ 
(m — 1)!^ X V 2 / 



/Sinxöx 1 S"~Vm-v-l)!c. / v-1 \ 



4- 



1 Cöx c. / m--l \ 

7 r^ f SinfxH — T~^)' 

(m— 1)!^ x V 2 / 




/ Cosx8x Cosx i_ rSinxQx 
X™ ~ (m-l)x"-* >»-*J X--"* 

/ ^Sinx8x Sinx 1 / ^Cosx8x 

J x" " (m-l)x™-*"*'m-lj x"-* 



/ Cosx8x Cosx _^ / ^8x j,. 
X* ~ ^ J » '"^^' 

/ SinxSx Sinx / ^8x ^ 
x^ - X ^J X 

/ Cosx8x Cosx Sinx 1 / *8x ^ 

x'» " 2x» ■*" 2x 2^ X ^^^* 

/Sinx8x Sinx Cosx 1 /*8x j,. 

-1? ^^-•2F-2j"ir^'"^- 

rCosx8x Cosx Sinx Cosx 1 /*8x «. 

/Sinx8x Sinx Cosx Sinx 1 /*8x ^ 

/Co8x8x Cosx Sinx Cosx Sinx 1 /*8x - 
X» ~ 1?" "*■ i2P "*" 24x' 2ix'^2iJ X ""** 

/*Sinx8x _ Sinx Cosx Sinx Cosx 1 /*ax q. 
J""~? ~ ~ 4x« ~" 12x»"^24x»"*" 24x "*'24j x ^ 



mms^mamm^ 



bitegrale exponentieOar and IrigoiioiielrisGiier Functionen. 
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J x8x 
Cosx" 



Cxbx 
J Sinx" 



Tafel XVIIL 






Reductions -Formeln: 
mx Sinx ^ Cosx m 



xöx 



Cosx"*^ 
x9x 



m(m -f- l)Cosx""^* . ' ^-^^J Cosx' 
Sinx+mxCosx . m C xbx 






x9x 



Sinx 



im-2 



ni-l-l 



ni(in-M)Slnx"*' «» 



ij Sinx' 



f x8x 

J Cosx^-*» 



^^(^-h 



n. 



r xsx 



(-M 



(2n — 2v— l)xSinx — Cosx 

(2 n - 2 J')(2 n - 2 » - 1) Cosx'^""*' 
x9x 



Cosx • 



^^i(n-|). 



n, 



2/1, Sinx-t-(2n — 2v— l)xCosx 
(2n -2v)(2n-2v — t)Smx*^*' 



/__1\ fxQx 
V 2Aj"SinF* 



I 
I 



xSx 

Cosx^ 

xöx 



xSinx — Cosx 
2 Cosx« 



1 /jk9 X 
2^ Cosx 



Cosx' 

x»x 
Cosx^ 



3xSinx — Cosx 3 xSinx — Cosx 



4- 3- Cosx* 



4 2-lCosx« 



3 

4 



5xSinx — Cosx 5 3xSinx— Cosx 

+ 7; 



• 2^ Cosx 



6-5 Cosx« 



6 4-3COSX* 



+ 



x8x 



Sin^ 
xdx 



1 PxBx 
2J Sinx 



Sinx* 
xöx 



Sinx' 



SinxH-x Cosx 

2Sinx» ■ 2J Sinx 

Sinx H-3x Cosx 3 Sinx -hx Cosx 
4 -3 Sinx* 4 2 1Sinx* 

Sinx+5xCosx 5 SinX"f-3xCosx 

6 



Cosx 
5 xSinx — Co sx 
8' 2IC0SX* 
5-31 TxÖx 
6 



■ 31 rxöx 

.42 / Cosx 



2J Sinx 



6-5-Stnx* 



4*3-Sinx* 



"4-2^ Sinx 

5 SinxH-xCosx 

8 

5 

« 



21 



Sinx« 
Öx 



31 /xöx 
•4-2^ Siitx 



18» 



y^ 



i4d 



Drine Afitkeilmig; 



■■ 



Tafel XVtll» Fortsetzung. /^xdx 



/jc9x 



A8x 

J Sinx- 






x9x 



Cosx 



x9x 



'^o-l-2 



Vassn— 1 

2 



n, 



(2n— 2i')xSinx— Cosx 



2ii-4--^ 



iS (n^i) (2n-2i/+lX2n-2v)Cosx^' 

JyL-Ü^L—. Sinx-H(2n— 2y)xCo sx 
äCn+i) (2n-2v+-l)(2n-2i')Sinx 



2lM-l 



:^-;&-t-t 



1 /*xdx 

1 Asx 

•(»H.i)Jsi-'- 



I 

/ 



x8x 



Cosx* 



x8x 



8 



xTangx + log Cosx. 

2xSinx — Co$x 2 , « i /i n 

eCcsx» •^3(^Tangx+ logCosx). 

4xSinx— Cosx 4 2xSinx-^Cosx 
5-4COSX* *"5' S^-Cgsj^* 

+ rfo (xTangx -h log Cosx). 

6xSinx — Cosx 6 4xSinx-^Cosx , 6*4 2xSinx — Cosx 

7 



J Sinx' 

Ac8x 
Jsinx* 

fxdx 
Jsiax* 



5-4-Cosx» 7«5 
^ (xTangx -♦■ log Cos x) . 

xCotgx + logSinx. 



7- 6 -Cosx' 
6-4'2 
"'"7 



3 -2- Cosx» 



Sitix+2xCosx 2,„- , ^ . _j. . 
ggln^« 3 (xColatigx - logSinx). 

Sinx-f-4xCosx 4 Sinx-<-2xCosx 
5-4-Smx» —5' 3-2-Sinx» 

^^AxCoi^gx-logSlax). 



/*x8x SinxH-6xCosx 6 Sittx ^ 4xCos<x 6-4 Sinx.|-2xCosx 

Jsinx^'^ 7-6-Sinx' 7* ö-4Sinx* 7-5 3-2SinÄ» 

- |j|~ (xCotangx- logSinx). 

Änai. Diese Inteffrationen laraen sich auf Zusatz 3. zu dem an die Spitze dieser Ab- 

2 fi& w 

theilung gesteUten Lehrsätze zarflckfahren. Für f^ ■ ist daf dortige 9 sa Tangs. 
Eine aUgemtine Formel für dieRedaction vony*xPCosz"Sinz"dz s. Taf.XX, nntea. 



Integrale eiponeiitietter' luid tifgoMDdietiischer Functionen. iH 



re"Cosx"Öx. /e"5inx"Öx. 



TaMXa. 



e<«-^« « _ I 



re'«*"'»! - ^;^ - j^e"(Cosx-i-iSinx). C» - V^)- 

t/ l-^-O» J 1 + a* 

Te-Cosx-Sx - e"Co"-'(fi"^ + «Cosx) n^^) r^c,,^-«^^ , 
Te-Sinx-öx - e" Sinx-V«Sint - nC^) ^n(n - 1 ) /?^g^ 



x-*dx. 



re«Cosx«8x - «>"C<«»(2Sinx + «Cosx)^ 2e" 
t/ a'-f-4 a(a'-f-4) 

Te-Sinx^öx - e-Sinx(«Siax^2Co>x) 2e" 
^ «* -#- 4 a(a' -*• 4) 

/Ä*"(^sx»»x — Q"CosxV3Sinx -4- cgCosx) 6e^'(SiPX+ttCosx) 

/««»c:«^ Ä^ e"Sinx«(aSinx -3Co8x) Öe^'^CaSinx - Cosx) 
e Diu A vX a» ^ -;r — -f- ■ ■ > _ ,. . ^ r^r — • 

a»"f-9 (a*-f.l)(a*"f-9) 

^^^™^^^ ^1 ■■■■■■■ B^, ■_ _ _^_ . I I J - 

Co»x" • J Sinx" * 



/ e'-Sx e'"[gCosx-(n~2)Sinx] ««H.(n-2)* f e^dx 

Cosx" " "" (n-l)(n-2)Cosx-» ■*'(n-l)(n-2)J Cosx-» * 

®"^* a. ^°'[«Sinx.+.(n — 2)Cosx] g«+(n-2)' / *e"8x 
°* **" (n-l)(«-2)Si«x"-' "*'(n-lXn-2)^ Sinx""» * 




Sinx" 



m 



Dritte Abt'heihaagr. 



Tafer XX. 



ß 



e'"C08x"'Sinx"9x. 



• i 



Reductions-Formeln. 



/ 



.1 e^Cosx'SiBx'öx 



e'"Cosx"-'Sinx'Öx. 



/ 



e"Cosx"Sinx"8x = 



e"" Cos x""^ Sin x" [^ Cosxh- (m >f- n) Sin x] 
"' (m-f-n)*-HV " 

- ^m^nN^^ - /^"Cosx»-*Sinx-*9x 

(m-l)(iB-»-n) Y^ 
(m -♦- n)* -j- ö»^ 

r 

e'^'Cos x" Sinx""* [aSinx — (m-f- n) Cosx] 

(m "f- n)* "f- a* 

+ , ."f, n"'Cosx'-"*Sinx"-*8x 

^. (£^lllgL+$/I«Cosx'"Sinx-«9x . 
(m + ny + a'J 



J " 



J .' 



-^ *. 



/ 



»^-l Öl— — «— 1 



e"0osx"Sinx"8x 



e"Cosx^^giriix*"'(ttSinxCosx-hmSinx*— nCosx^) 

m(in — 1) f aKAi^._m-2cr ^n 



h n)* -H a^ 

n(n-l) /; 
(m + n)* -4- «^ 



e'"Ck)Sx"~''Smx"9x, 



/• 



e'^'Cosx^'Sinx'Öx 



e""Cosx"Sinx"-^Öx. 



e^ Cosx*"* Sinx'^^ftCosx Sinx + mSinx^ - nCiosx^) 

(m + n)* "f- a* 

e'^'Cosx^-^Sinx^-^dx 



mCm — 



(m 






(n - m)(n ^J»^) /l*'Cosx-'Sinx»-''8x. ^ 



«W 



«n 



^WF 



^K^^TH^^^^*^^^^^^"*^ 
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FortseUang Ton Tafel XX. 

le^^'Tangx'ax. 



p^Taiigx"9x » £!!^E^lC!^--^ re"Tangx-*Öx-^*'Tangx"-V 

le'^Tangx'Öx =» - (aTangx — 1) — a /e"TangxÖx. 

/e"'Tangx«9x « |e"'[Tangx*-aTangx^l]"f.|(a*-2)/e"Tangx8x.^ 

le"Tangx*9x = — paTangx'—a^Tangx*-*- a(a*— 6)Tangx— a*-*- 6] 



-Ja(«*-8)|^ 



e'^Tangxax, 



"/' 



Reduction von |x''Cosx*"Sinx"dx. 



(m ^ n)* Ix'' Cosx"Sinx"öx ^p(p — 1) /x'^''^Cosx"'Sin x"öx 
a x^*Cosx""*Sinx"[pCosx+(m+n)xSinx] 
^np /x'^^Cosx^-^Sinx-^Sx 
-f-(m— l)(nn-n) /x^Cosx"~^SInx'8x 

B x^* Cofix^Sinx""* [p Sinx — (m ^ n)xCosx] 
+ m p I x^* Cosx"""* Sin x*"* Öx 

+ (n - l)(nn- n) / x''Cosx"Sinx"~^öx. 



i » 



^ . i I fl') 
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Vierte Abtheilang. 



ramsaaBassatm 
Tafel h 



Bestimmte Integrale. 



a bezeichnet eine positive Grösse« 



/ x-*9x « ^. 




Durch Differentiation und Integration nach a ergeben sich hieraus fol- 
gende Integrale: 



/ x-'logiöx-.-i 



(logx)»9x 



*(logx)»9x 



1-2-3 



%/ logx 

^ Vlogx "^Vxiogx 



loga. 

■ 

8x 



aloga — a. 



Dur(^h Terlauschung yoh x init e~' erhjilt man aus vorstehenden In- 
tegralen: 






Öx 



a 



/" 



e — -o 



dx SS loga. 



ae — 



1-e 



— tx 



) 



8x 

X 



aloga — a. U. s. f. 



Sinxdx 



e""xSinx9x=r 



a 



2a 



«• 



— e 



— ax 



(1-f-a^)»' 
Sinxdx =» ArcTanga. 



Sinxdx 



/ 






e"**Cosxöx 



a 



a 



,«• 



-ax 



xCoSXdx SS 



1-a^ 
d-f-a«/* 



— ax 



Cosxöx = Jlog(l+a'). 



OD 

8x SS zi=- ; das obere Zeichen gilt für ein 



X :^ ^ x 2 

positives, das untere für ein negatives k. 

Die beiden ersten dieser Integrale folgen aus Tafel XYII, Abth. 3, die 
anderen aus diesen durch Differentiation und Integration nach a; das letzte 
linkerhand aus dem vorhergehenden für a a oo. 






fnmr'w^^mv^^mtmmmiF 
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Bestimmte Integrale. 



Tafel n. 



V=i- 









e^' 



^ g(— 1)/« 
Sina;r 



Bedingungen: 0<a<l. — «</?<^. 



I.» »i^ ■ 



Dieses Integral folgt ans dem Werthe von I ^. T.LL derer- 

e/ * -t-e 



sten Abtheilang, wo m and n positive ganze Zahlen waren und m<n; die 
Integration zwischen den Grenzen und oc vollzogen giebt: 

xV 



e^ 



ne^' 



r 



Ü 



6 



Um die geforderte Sammation auszuführen, bemerke man, das« für 
eine beliebige Grösse X: 



v=«-l 



e 



vAi 



M 



e — 1 
e — 1 



» — u 1 

2 



^e^^' - (n-l)e'^;-ne^-^^^' + l ^r. 



Die zweite dieser Formell) folgt aus der ersten durch Differentiation 

2ni;t ^ ^ , ... 

gesetzt, so erhalt man: 



nach L Wird hierauf X 



vsa— 1 2iin>ari 

e ■ 



n 

0, 2 Ire - 



mni 



n 



ne 



2iiin'i 



e 



-1 



2iSin'^ * 



•»OD \n-r/i 

FoIgUch ist I5ÜÖX __ 2«ie - 

«ix"+V' n»e^ 



v=o— 1 2nivg-i 

ve ■ j 



9t e 
n 



- (>-"> 



n 



m 



_ 



Wird hier x* für x und a für — eingesetzt, so folgt die obige Gleichung 

zunächst für jeden rationalen Werth des ächten Bruches a; man sieht aber 
sofort, dass sie für jeden Werth. von a zwischen und 1 richtig ist, da 
ihre beiden Seiten stetige Functionen von a darstellen, so lange a zwischen 
den angegebenen Grenzen bleibt. -^ Für ßsazkm gUt die Gleichung nicht 

mehr; das integral enthält in diesem Falle unter dem Zeichen I den Di- 
visor X — 1 und wird unendlich gross. — 

Aus dem obigen Integrale werden die folgenden abgeleitet theils durch 
Annahme besonderer Werthe der Constanten, theils durch Differentiation 
und Integration nach Constanten, theils durgh Combination der verschiedenen 
Integrale mit einander. 



^tm 



!»• 






148 



Dritte AbtheiluDgr. 



Jpf^I IL Fortsetzang 



Bestimmte Integrale« 



ADinerkniif^. c bezeichnet überall eine positive Grösse; die Einschränkangen, welchen 
die Wertbe der übrigen Constanten unterliegen, sind neben den Formeln angegeben. 



1 



00 



3e"^»X- 



x'»x 



" c'-*. 0<a<l. 



Sinais 
n c 



(x-f-l)(x-f-c) Sin a ?f c — 1 ' 



— l<a<l. 



» 



.-1 



X* MogxSx j^rc 



»-1 



Sina;^ 



(logc — ;cCotanga;rX <a <1. 



xMogxSx fr_ c'logcSina^-H(l-^c*);rCosayr 

(x-Hl)(x-f-c)"" c^l (Sina^r)* * ■"^<*<*- 

logxSx (logc)^ 

(x-f-l)(x + c)* 2(c-l)* 



ao 



00 

9x 



^ (x-Hc)^ aSina;s 

(X4.1)(X-*.C^) 



a<l. 



log 



(x-*,c)* 



(Iogc)\ 



00 



.•-^»„1» 



x*-c'^x'8x 
x 



-1 



X — c 



— X 



;r(Cotangb9r— Cotanga;c)c* • 



0<a<l. 
0<b<l. 



-IXx+c) 
x'-l 



9x 






c* — Cosa^ 0^— Cosb;t 



(x— iXx+c) 



tdz 



Sina;v 
n /c' — Cos a n log c 



— Cosb;t\ — 

Sinb;r / * — 



-l<a<l. 
l<b<l. 



( c — Cosa^g logc\ 
Sina;r '^ n ) 



-l<a<l. 



OD 



xMogx 8x 

X— 1 X 

JOD 
x'logxSx 
„ (X-1)(X4-P) 



Sina;r 
» r«-«- e*(Sina ^«logo— ?tCo8««) "| 



J logxSx _ iT*-»-(logc)* /^ 
„ (x-lXx+c)~ 2(l-*-c) • J^ 

J °(logx)»8x [«»-f-Oogc)*]' 
. (x-lXx+c)" 24(l+c) • 
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ForlseUmig ron .Tlkfel 11« 



Bestimmt« Integrale« 



/ 
/ 



QO 



(lo gx)«8x 
(x-lXx+c) 



00 



(log»)*8x 
(x-lXx+c) 



[n^-hQagcf] [7«*-»>3(logc)*]logc 
360(1 + c) 

[««+(logc)«]'r3;i«+(logc)*] 
720(1+ c) 



/ 



(x»-x^)(x''-c') 



'■bx 



nSinhn T c*^-! c''-c' - | 

(c - l)Sina« LSin(a -«- b>r Sin(a - b)«J' 



^ (x-l)(x-c) 

— l<a + b<l. — l<a — b<l. 

/ "x^-c^Xx-*-!) ^^ ^ 2«(c*~l)Cotangbff-(cVl)logc ,^5 , 
^ (x — l)(x~c) " c — 1 



/ 



j-8x =» 2(1 — b^iCotangbn;). — i<b<l. 



(x-iy 



f^ 



00 



( x* - l)(x' - c') 
(x-l)(x-c) 



c— l\Sin2a;j n / 



— l<2a<l. 



/ xMogg>logx8x n*[(c*^i)logc^2n(c*^i)Cotang>^] 



^0 (X— l)(x-.c) 



(c-l)(Sina«)* 



. -l<a<l. 



.00 



00 



/ log^ • logxSx 4;<«4-(iogc)« / /logxy 

„ (x-l)(x-c) " 6(c-l) '"^®* «^ Vx-1>/ 



i 



öx - ?«•. 



00 



x'8x 



x*-H2xCosy-hl 



^ Sina/ 
Sina^r' Sin;" * 



— l<a<l. 0<y<iiJ. 



/ 
/ 



ao 



.«-1 



x"8xlog 



X-+-1 



«1 



OD 

9x 



log 



yx'"f-2xCosy+l 

X"f-1 



aSina;i 



(l-Cosay). 



X ® V?+"2xCosy 4- 1 



1 « 
2^- 



-Ka < 1. 



15Ö 



Vierte Abtheilung. 



Tafel m. 



Bes'tininte Integrale. 



/ 



00 



e 'x*" 9x =a r(a). (a eine positive Crosse.) 



Die BezeichnuDg durch F (Gamma) ist vonLegendre in seinem Traäi 
des fancHons dUptiques et des intigrales EulMemies zuerst eingeführt wor- 
den* Die folgende Tafel enthält die Haupteigenschaften dieser transscen* 
denten Function, welche besonders dadurch wichtig ist, dass sich viele andere 
Formen bestimmter Integrale auf sie zurückführen lassen. — Ausser der 
genannten Schrift ist über diesen Gegenstand noch zu vergleichen eine Ab- 
handlung von L. Dirichlet in Crelle's Journal, Bd. 15, S. 258. 

Je-^x»,r(.)./*(iogl)-8x»r(i+.)./ -— ^^"^ 

(k positiv.) 



dx 



IT' 



Diese Verwandlungen folgen aus der vorangestellten Grukidformel, wenn 

- 1 

in dieser der Reihe nach x mit x*, x mit log- , x mitkx vertauscht wird. 



I e~Vöx — a le 



ar(a). 



00 X9 00 

a/e"^x'"*8x. Oder: Tci-f-a) 

Folgt aus der Gleichung 9(e"*x*) « ae"^x*""*öx — e"*x'öx durch In- 
tegration von x s bis x es oo. 

00 






/ 



e-^8x » Fd) = 1 ; r(2) = 1 • Td) - 1 ; T(S) « 2r(2) = 2!j 



r(4) B> 3! . . .; r(n) CS (n — 1)!, wenn n eine ganze Zahl ist. 



/ 



xT^Öx r(a).r(b) 



S d+xr*' r(a4.b) 



(a und b positiv. ) 



Beweis. Aus der dritten der obigen Formeln im ersten Absätze folgt, 
wenn l+x>0, durch Yertauschung von k mit 1+x, 



•»00 



— (l+«)y-,«+b— 1 



öy 



r(a + b) . 



(1 + X) 



«-»-b 



. 
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Bestimmte Integrale. 



ForUeUmig Ton Tafel UI. 



«^■^■i^^*. 



Hultiplicirt man diese Gleichung mit x*~^8x und integrirt von x a 
bis X 89 oc, so kommt: 



r(a+b) 






e"'y"*-*Öy 



(j e-^x-*9x)-r(8)y e-'^y'-'öy 



es r(a)'r(b), w. z. b. w. 
Einsetzung von 



/ 



Folgt aus der yorigen Formel durch 



1-x 



für X. 



r(a).r(l - a) = ö^^^ . (a ein ächter Bruch.) 

oin 9ist 



Beweis. Ans der vorhergehenden Formel folgt für b 

'"^^^ » r(a).r(l-a). 



1— a; 



«^ - 

Nach Tafel H. ist aber / fÜL^ « ^^ . 

%>^ x + 1 Sma;r» 



also u. s. w. 






e--*"öx = y;i. 



Beweis. Aus der yorigen Formel folgt r(J) » y^r, d. i. 
je^x^^Bx = yjr, oder durch Einsetzung yon x* für xz 



00 



e"*'8x 



j^|/^9 woraus obige Formel heryorgdit. 



» * 



^^ » a(i+a)(l+D...,(l + ?).r^=„-..|(n.?) (rur „• 



oo.) A. 



J=? .. 



q eine positive ganze Zahl 



^mm 



iäi 



Vierte Ablheiliing.« 



•Tafel UL Portoelcang. 



Bestimmte Integrale. 



r(a)r(a+|) - V2F. 2^-'-. r(2a). r(a)r(«+ i)r(. +?) 

— 2n • 3*^ • r(3a). (Folgt ans B. für q » 2, q « 8.) 



Beweis Ton A. Es ist ^ - TCa) - fe-'x-» logxSK, und 



e 



-«y 



dy; daher 



nach Tafel I. logx « I e"^— 

4 y 

r(a) «reV»8x( r?Zr]?riey)«r(a) /(?! *— ;)8y- 

:4 ^0 y ^ U^y y(Hry)V 

Dieses Integral lässt sich auch ausdrücken durch 

I ( z-)8y (s. nachstehende Anmerkung), so dass 

^ \ y 1 — e ^-^ 

Bezeichnet nun n eine positive ganze Zahl und setzt man 

/fgl=:rL^"^^C*-^"">>y = S, so kann man ^-^^ 

ersetzen durch die Reihe: lH-e"^-4-e"'^+ •-• -i-e"^*"*^^, woratf 
die Integration sich yollziehen lässt. Man erhält: 

(111 1 \ 

Fflr jedes positive y und für n = 00 wird aber e~^ «s 0; folglich 



S = / (—- — ?— ^ 8y = J^ (für n = 00), oder: 
J Vy i-e-^/ ' r(a) 



r(a) 



1) , /l 1.1 



: r(a 

mithin durch Integration: 



a n 



-A—ytirn^oc), 
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Bestimmte Integrale, Foiüeteang Ton Tafel HI. 



(a positiv.) 



logFCa) « alogn — Floga + log(l + a) '+ logf 1 4- 1)+ ••••• ^•log/l-^-^J^^ 
' -f-Const.(n «ST bc), 6der 

Um die Constante C zu bestimmen, dividire man diese Gleichung mit a 

und setze dann a s 0, so wird ar(a) = FCl + a) s r(l) ss l , und . hieraus 

C äB !• Dies stimmt mit der zu beweisenden Formel äberein, da der hin- 

* a " ■ 
zngefOgte Factor 1 + - für n » oo der Einheit gleich ist, 

Anmerkung. Es sei a eine beliebige positive Grosse, so ist 

•>: Ly yd + y/J ' J, y J, yd+y)' . 

Man setze z-W -109X1 + y)) v » log(l*t-ii)) so wird 

/»op . ' /»oo /»oo 

1-^1— =. f ' ?-^- . Zur Abtfirzung sei ^^' =2, So ist f Z92 

•^y(i+y)* *^ i-e"* 1-« «^» 

«s r Z8z'+- I Z8z. Denkt man sich nunu, und mithiil audiv ea Iog(l44i)^ 

als sehr «kleine positive Grössen, so ist bekanntlich u>y und u— v <^u^ 
Femer nimmt die Function Z, indem z von Null anfangend wäöhst, bestan« 
dig ab, wobei sie. immer posUiv ist; es ist daher für idle z zwischen v und 

u, Z< ^ ,^ oder Z<^^-^tJ^; folglich/ Zöz<^^-^?^-^ 8z, 

oder wey / 8z « n^ ▼ < s«"* > «o ist I Z8z < 1« (l+n)*'"*, wcmus frigt, 
dass dieses Integral für u a o verschwindet 

/»« y»oo /*flo 

- /Z8z; also ergiebt sich fura-O: /riZ * ^Iöv«. / ^?2_£l^^y, 

e^ *^Ly y(l+y)*J ^ .^Vy l-eV/' 

worin die oben behauptete Gleichheit besteht. 



M 



154 Vierte Abtheilang. 



T^fel IIL ForUeUaof. 

Bestimmte Integrale. r(8). 

(a positiv.) 



Beweis der Formel B. Nach Formel A. ist 



.•-• 



aq(aq + q)(aq-4-2q)-"-[aq+(n— l)q]-- — rrr-^^ » =» <»); 



und eben so: 



-»-i 



— r- » (aq+lXaq+q+lX«q+2q+l) [aq-Kn-l)q+l] • > " .„^ , ♦ 

r(aH-i) (n-l)!q 

— ^ - (aq+2Xaq+q+2Xaq+2q+2>-[aq-Kn+l)q+2]-Sl^. 



(aq + q-l)(aq+2q-l)(aq + 3q-l) 



Pie Ifultiplipation aller dieser Ausdrücke, verbunden mit der Bemerkung, dass 

aq(aq-M)(aq+2)aq+3)- (aq4-nqM)- ^^"^2:^^j ^^i— /f>Qy ^ « oc), 

liefert folgende Gleichung: ' . « * 

r(aq) ^, (nq — l)!n'" ü ,,j. . 

r(a).r(a4.i).r(a+?)...r(a+a^)^ [(n-l)IlV 

oder, wenn man zur Abkürzung den Ausdruck linkerfaand mit Q bezeichnet, 

^ (nq)lnV ^ 

(nl)''q"»** 
Nun ist Moh Abschnitt o. Tafel YHI dieser Abtheflqng für n » oo : 

n!e"n""~* -» \2Jt, . 
also auch (nq)Ie"'(nq)"^~* » j^; 



j,!^ (nq)tn-^q-^ _ (nq)ln 

(nl)'n-*«-5 (nD'q-'*^ V(2«r" 

und mithin » ;, ■ j , w. z. b. w. 

yq(2^r^ 

BB5=SSaBiaSSBSSSSSSBS^i^asaBSS9iBSBSB^SSBBBBS^BBBBBBaBS^BBaBB^^ 
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Tafel IV« 



Rtthen zur Berechnung von logFci + a). 
(a ein achter Bruch») 

Bezeichnungen. C - -P(l) « 0, 577215664901- 

1.1.1 



> 



2^ 3^ 



•*••- in inL. 



iogr(i+«) 



_C«+(l+S,)^-(l+S,)j + (l+S«)j- 

l+a 



• • . . 



iogr(i-H.) - 4ioggj=^-jiogi^;+a-c).-.s.j-s.^-s,^. 

Diese Reäen argd>en sich durch Entwicklang des Aasdradies von 
Td+a) ,._ / 1 4 



• •«• 



- '»»-(i^ 



i-JOür > - ot) 



r(l^.a) "^° ' VlH-a ■ 2-*-a " n+i 

nach Potenzen von a und Integration nach a, mit Hülfe der Gldchung 

logFd + a) + logFa - a) - loggj^ . 

Die Logarithmen smd natürliche; zur Verwandlung derselben in ge* 
meine muss auf beiden Seiten mit dem Modul 0.4342944810 multiplicirt 
werden. Die Werthe von 8^ für ungerade fi sind folgende (Legendre: 
Traiti eie.j Urne II. p. 432.) 



S, a 0.2020560032 


S.» » 0.0000305882 




S, - 0.0369277551 


S„ » 0.0000076372 




S, - 0.0083492774 


S|, - 0.0000019082 




S, - 0.0020083928 


S„ - 0.0000004769 




Sh« 0.0004941880 


S„ • 0.0000001192 




S„- 0.0001227133 


S» • 0.0000000298 




ü. 8. 


w. 






»• 
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Tafel IV. FortsetzanK. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
i 
1 
1 
1 
1 
1 



00 
Ol 
02 
03 
04 
05 
00 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 



Tafei der Wertbe von logvulg. FC«) 
von a «a 1 bis a a 2, für aDe Handerttbefle. 

(Aascug ans der Tafel von Legendre.) 



a I logTnlg.r(a) 



10.00000000 
9.99752873 
9.99512787 
9.99279642 
9.99053340 
9.98833785 
9.98620886 
9.98414552 
9.98214694 
9.98021227 
9.978.34067 
9.97653131 
9.97478341, 
9-97309618 
9.97146885 
9-96990069 
9-96839097 
9-96693898 
9-965544Q2 
9-96420541 
9.96292250 

9-96169463 
9-96052117 
9.95940149 
9.95833499 
9.95732108 



« |Jk)gYMlg,r(a) 



1.26 
1.27 
1.28 
1.29 
1.30 
1-31 
1-32 
1-33 
1.34 
1.35 
1.36 
1.37 
1.38 
1.39 
1.40 
1.41 
1.42 
1.43 
1.44 
1.45 
1.46 
1.47 
1-48 
149 
1.50 



9.95635916 
9.95544868 
9.95458907 
9-95377978 
9-95302027 
995231003 
9-Sßl64853 
9-95103527 
9-95046976 
9-94995151 
9-94948004 
9.94905488 
9.94867559 
9.94834169 
9.94805277 
9.94780837 
9.94760808 
9.94745148 
9.94733815 
9.94726770 
9.94723973 
9.94725385 
9.94730967 
9.94740682 
9.94754494 



a 



|logvqlg.r(a)' a |logvttlg.r(a) 



1.51 
1.52 
1.53 
1.54 
1.55 
1.56 
1.57 
1.58 
1.59 
1.60 
1.61 
1.62 
1.63 
1.64 
1.65 
1.66 
1.67 
1.68 
1.69 
1.70 
1.71 
1.72 
1.73 
1.74 
1.75 



9.94772365 
9.9479426Ö 
9.94820145 
9.94849984 
9.94883744 
9.94921391 
9.94962892 
9.95008215 
9.95057329 
9.95110201 
9.95166802 
9.95227100 
9.95291067 
9.95358672 
9.95429887 
9.95504683 
9.95583032 
9.95664907 
9.95750280 
9.95839124 
9.95931413 
9.96027122 
9.96126223 
9.96228693 
9.96334505 



1.76 9.96443636 

1.77 9.96556062 

1.78 «9.96671758 
1J9 9.96790700; 

1.80 9.96912866 

1.81 9.97038233 

1.82 9«97166778- 

1.83 9.97298478 

1.84 9.97433313 

1.85 9.97571259 
1.8.6 9.97712296 

1.87 9.97856403 

1.88 9-98003559 
1.891 9-98153742 

1.90 9-98306934 

1.91 9.98463113 

1.92 9.98622^61 

1.93 9-98784357 

1.94 9-98949382 
1-95 9-99117318 
196 9-99288145 
1-97 9-99461845 
l-98f 9-99638399 
1.99 9.99&17!r9» 
2.00110.00000000 



Den Logarithmen ist —10 beizufügen. ; 

Die Function FCa) hat ein Minimum für a ^ 1-4616321451, wo 
logFCa) = 0-9472391743-1, TCa) = 0-8856031944, T(i-$) » i^« 
« • 8862269254. 

(Leg. p. 436.) 
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Tafd V. 

T • • 

Einzelne bestimmte Integrale, die sich auf F znrfickfubren lassen. 



f \cosxy 



dx 




n-fi 



inx)"Öx « ly^t ^„ ^ ^ > Bedingung: n + l>0. 



r(+0 



> I 




'n + t\r»/«"Tf-1 



*<iCogs)"(Sinx)"8« - !j_;./^ ♦ Bedgn.: nH-l>0. ni+l>0. 



. 2r(- 



1) 



• » 



i I I ■ 



■»-^— * 1 1 ■ ii«>iii f>»»t 



i44- 



| H I I > I I li 



OD 






r(n) 



Bedgn. n > Q. « > 0. (i -■ V— 0- 



• ^ • 



Beweis. Das Integral linlterhand sei « A> so ist 

dA 

9ß 



-I' 



e-(a-i^.).X«Qx, 



und durch Integration der Formel: 

— ■ i9(e^<«-^Y) ine^^''ir '9x '.^-(a^i)..-,^ 



/?i 



aH-/?i 



zwischen den Grenzen und oo, erhält man ^r-a "^ ^* 

up a-i'pi 



Aus die- 



Const. 



(«-*-/?i) 



ser Gleichung ergiebt sich A s 

_ ■ • 

A =» -n-ist, so folgt: Const. s=s r(n); w. z. b. w. 



^, und weil für /9 ob 0, 









Cos/9x9x «. ^"^ , Cos (^n Are. Tang ^ . 

/ e-"'x-*Sin/9xÖx = ^"^ „ Sin (n Are. Tang^ . 

Diese Formeln, in welchen a und n positiv sein mfissen, folgen sofort 

aus der vorhergehenden. Are. Tang ^ ist zwischen und- zu nehmen, 

a Z 

wenn ß positiv, zwischen; und — r-, wenn ß negativ. 

I 
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Tafel y« FoTtoeUnng. 



Bestimmte Integrale. 






Beweis 



•1 ao 

is. le-^'^^'x'^* 



dx 



Y(a) \ f"' positive u «ad n, r 
nach dem Obigen ( * 



(« + 0" 

Diese Formel bleibt noch richtig für a ss 0» wenn zugleich a ein 
achter Bruch ist, während sie für assOundn>l unrichtig sein würde. Denn 

diSerentirt man den Ausdruck e~"x"~^ und integrirt die einzelnen Glieder 
der erhaltenen Gleichung zwischen den Grenzen x s 1 und x rs go ^ so 



folgt, wenn n<l : e' 




00 

—xi _ii— 1 



e-"'x^'Öx + (l 




00 
n-2 



dx eine endliche Grösse ist, so ist es |e'~"x' dx um so mehr, 

1 



-n)le*'^"-' 

y*oo 



dx. Da nun 



folglich ist es, nach vorstehender Gleichung, auch 



e-^x-*6x. 



Und da 



der übrige Theil dieses Integrals von bis 1 (wegen h < 1) ebenfalls end- 
lieh ist, so ist überhaupt fe'~''x"~^dx eine bestimmte endliche Grösse, wenn 



/»oo 



c"-*8x and JM. 



so 



n positiv aad kleiner als i ist. — Da nan 

J'o (« + i)" 

lange sie endliche bestimmte Grössen bleiben, auch stetige Functionen von a 
sind, so besteht ihre Gleichheit auch noch für a es 0, wenn n< !• Also 

-^ CS r(n)-e ^ , da i hier ^ e^ gesetzt werden muss. 

Dies giebt die obigen .Formeln. 

Vertauscht man x mit /?x, wo ß positiv ist, so kommt 



y» 00 



I-^V-'dx-^Me""^ 



oder 



i 



•»00 



dx 



/5" ' 
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■IHBi^Bi 



ForiffttooDg Yon.XafeL ¥1 



Bestinumte Inlegrele. 



wenn 'man lär I^ — i satat, Beide Gleichungen zusammengefiisst geb^ 



^0 






Öx Ä w-^-^e 



in welcher die oberen oder unteren Zeichen gellen, jenachdem ß positiv 
oder negativ ist. . 



/ CosxSx _ r Sinx8x "i/^ 
Vx Ti Vx "^2- 





I f.i 



RSSSXBaacBSB 



fi I i il 



4 » 



rc«), Ti?)) 



f f — ■ ■ > — — • 



tH"-/^- 



Beireis 



18. Eff ist 0^ » if^- . ^ l8x (s: d. T, Bewett de# 



Vormel A.), OBd ein ihqlioher Aasdnick-gilt fBr 



Eil). 

. r(b) 



ffierans folgt 



r(a) rg») _ / r° 1 l_-ij^^ 

r(a) r(b) JLa+x/ a+x/J ' 



.. 1 



welcher Aosdnick durch Yertaaschung tob . x mit 1 in den obigen 

Ist a ein rationaler Brach a -, «o ist nach Toriger Formel 



TG 






dx; 



r© -Yna-m-zv^n r© -^©[ni^lics-^J, 



180 



ffUAti 



/• • •• 



J9M yi. 



Bestimmte Integrale. 



.- a noi b poflMhr. 



/ 



00 



/ 



^«-^>- / 



dx 



ttx 



n / 



»»-l-x* 

1— e-^ 






) 



2b» V" b 

Beweis. Bezeichnet man das erste dieser Integrale mit z, und diffe- 
reiitiii;t ^s zweimal nach a» so kommt: 



/ 



% 



kOO 



Sinux 



V 



80 folgt: Vz^^^f ^öx-|(nacliTa- 



ö'u 



b»a, 



M i Sin ax ' 83c 

"4 ^^^'^^' 

W I. d, Abth.), oder wenn b'z— - «■ b'u gesetzt wird: -^-j 

oder wenn auf beiden Seiten mit 28u multipUcirt und integrirt wird: 

(l^y- b«u. + Co„st. Für a - ist u - -^f.' H ^ ä ' «»•'«' 

Till * ' / 

Cdnsi; «i 9. und ^^*- «: zk bu , oder u » C • e"^^ ! w6 das ; Yorzdchen 

öa ; . ' 

noch zu bestimmen ist. Da aber der Werth von u für ein noch so grosses 
a nicht unendlich, werden katin^ nnd.jda a und 1) positiv «iM^ so.kata..mii 
das negative Zeichen gelten; also u » C • e-^, oder mit Rücksicht auf den 



Werth von u für a 



^ 



°'''"-#''"^' 



n 
2b» 



(1 — e~**), wie oben. 



Die beiden anderen ' Integrale ergeben sich durch DÜFerentiation und 
Integration des vorigen Aach a. Das zweite giebt auch: 



X 



8x 



^-•b 



r-e , oder auch^ -^ 



)ß 



r- e'*^, wo a und b posRiv sind. 



/ 



4-00 



iT'^^X 



n. e 



-•ii 



^«(c+xi» Vx') b (c + b) 
Beweis. Es ist> ■ ^^^ ^ 



9 

^. C^, b, c und h positiv.) 



■/- 



beideu^Seiten mit ^ , X «nd integrirt von y»ObisyB>oo, so l^omml 

b*-#-y* 
die aufgestellte Formel heraus. 



Tafeln einiger bestimmten loUsgÜlfe nad'Mhtecendenten Functionen. 101 






IMel 



Y (Integral-Logarithmus). 



Verwandlung 



' J loiri J 



— — für V B loff- 
y *x 



^ Anmerltung. Die obere Grenze x des vorstehenden Integrals muss 
positiv sein, wenn dasselbe einen reellen Wer(h haben soll: auch muss als*« 

dann unter log- nur der relleWerth diesem Ausdruckes verstanden werden. 



Ferner muss x<tl sein, da überltaupt das Integral 



/ ^8x . 



aMemal daniiy 



wenn der Werth x s 1 zwischen den Grenzen der Integration liegt, gur 
keinen bestimmten Werth hat 



ß 



e~"Öx 



SB C — logx + x — 



212 ' 3!3 414 5!5 



in inf. 



.Diese aus der Ehtwickelung von e~* hervorgehende Reihe gilt für je- 
deß posüive x^ nnr die Bestinunung der Constante macht einige Schwierig- 
keit. Um zu dieser Bestimmung zu gelangen, bemerke man, dass 



/ 



M-e 



öx 



X — 



212 313 414 



• • in int 



also: 



JS3D 
e~'8x 
x 



C-logx 



/l-e 



8x 



oder, wenn hier x ■» 1 geset2t wird: C ■• l*_ "* _ IJLu.5L.ax. 

Bezekknet- u einen- beliebigen positiven ächten Bruch , so ist 
1 ^1-^1 



A-e 



dx 



1 — - 1-^-. Wirdnmix«l-e-s'Widn».l-e-' 

J X J X 



X 

,1 
8x 



1 . M 



<i 



ges^W, 80 konmu/-^ - J?^ -J^ + Iog(i^); 

C «/(~^ ?4r,)öx-Iog(^^^=^)furu = 0; mithin 



daher erhalt i»an 



21 



■■■ 



I 
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Tafel VII. Fortfetonng. 

-^—r- (Integral -Logarithmus,) 






C « /(— ^il— )9x. Nach Tafel IIL i^ dieses Integral « P(l), also 

C = Pd) = logn-(l + |-i-| + --;4-j) für n = oo. 

Dieser Aasdruck der Constante ist seiner Form wegen bemerkenswerth, 
aber zur Berechnung wenig geeignet; einen brauchbareren s* T.YI|L Der 
Werlh der Constante ist C = -0, 5772156649 •• • = PCl). 



' I '» 



i 9x r. , /, 1\ 1 Ooexf (logx)« (logx)* 

. Bedingung: 0<x<l. Die Constante C = P(l) wie vorhin. 
Diese Reihe folgt aus der obigen dntch Vertauschüng von k mit ^ log r- . 



. . ii 



Tafel Vm. -i 

Summation der Progressionen. 

- - * 

> V 

Allgemeine Summatioasformel. (S.Jacobi in Grelles Journal. Bd.XlL 

S. 263.) 

Lehrsatz. Bezeichnet man die' Summe 

f(a)4-f(a+k) + f(aH-2k) + + f[a + (»_l)k] 

durch2 f(x) , oder a + i^k ea x gesetzt, durch^fW und setzt: 

cp(x) =3 f(x)+a|kr(x) +a,k»f'(x)+. ....-...* +tt^ik--*f'-V*V ' . 

ferner: T, ^ O^Z^^^ ^Mk^xr' ^ a.V()^-xr\ ,^^^ .k-^rk-t^' 

nl ^ <n-l)! ^ (n-2)I "^^ ■*-«-i«^ C^-V- 

wo die Zahlen -CoefBctenten er I, fta, ••••«(n-.i auf nachher anzugebende Weise 
bestimmt werden; so erhält man für die Summe 

2f(x)*f(a)4-f(a + k)-+-r(a-i-2k)+..A+f(x-k) • ' 



b 
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ForlMlniic too Taft! VIII. 

Summation der Pregressionen. 



den nachstehenden Ausdruk, nSmlich: 

Die Coefficlenlen sjnd: a» « -|, a, - g^, «/e»-^, «,»^, 



1 3 

"' " ~ 9T * iö ' 



11!* 6 



«la = m • « » «1« ^ "" "—^ * 



691 • 
131 -210 ' "" 



15170 ' 



1 3617 
Äie » ""Tfr^oTT» '^'^'f'* •'lö CoßfBcienlen mit ungertdeh' Zeigern von 

3 an, nämlich a,,. a^y a^y sind Null. Ein beliebiger Coefficient cr^ 

wird aus den;ihm vorbei^ebenden bestimmt durch die Gleiehungf 

« 

1 ff| C^a tfa «/t~t 



a. 



0. 



Beweis. Man setze 

r 

•f(z)-[f(x)4.<«-x)fz+<5^r(x^ + (ir|^>(x)i =* y(x) 

und nehme auf beiden Seiten die Ableitungen nach x» )i als [coiisiaiit btetrachtend, 
so erhält man: 

fblgUcb, da: qp(B)''ssO, 

IC ■ 

wenn zur Upterspheidung von den Grenzwerthen die Veränderliche unter 

dem Integralzeichen mit y bezeichnet wird. Setzt man ikun y a x! -h t und 

» • > 

n-i'x «» k, $0 wird ' 



• • 



!■■- . 



*(x) 



4 n! 



» * • 



t)dt ; alsp ist: 
f(x+k)_f(x) » kf(x)-f. ^f(x) +..... +J^ r(x) 






M>-Fl 



r*'(x+t)8L 



U' 



IM t Vierte AftthelUn«. 



•M 



Sunimatfoii dfer Progressioiten.' 

9 f 

Setzt man in diese Gleichung fürx nach und nach dieWerthe a, a+k, 
a + 2k, • • • • a+(v — l)k » x — k^ sq entstehen v Gleichungen, aus 
deren Summation folgende Gleichung hervorgeht: 

, 'f(x)-f(a) - i2f(x)-^^2rCx)-fc^j2^X*)+'.-*'S2 W 



-I 



Vertanscht man der Reibe nach i(Ti) mit f^),.:;n |nit n » i , — sedanji. 
f(x) mit f'(x), n mit n — 2>. u*s. f., so ergeben sich folgende Gleichungen: 

f(x)-f(a) * k 2''^x>+ij2r(x)+ .. . .-.' • r.+(^2^(«) ; ;.". 






. »! '4' 4. 



t/< 






'0 

Von diesen Gleichungen multiplicire man die erste -^d(6fjirf(ji)-r^l(iiy*^ 
mitl, die zweite mitaik, die dritte mita,k% u.s.f., die letzte mit aa^ik*--^, 

bestimme die Coefficienten a^ya^y*** durch die Gleichungen «i+x « 0, 

«"f»-*- FT + öT ™ Oi o*s. w., wie oben angegqben, und a^ddure die fto-: 

ducte; so fallen die Summen ir(x), .... 2r(x) alle heraus, und man 
erhalt die im Lehrsatze aufgestellte Gleichung. 

Zusatz. Di« im Lehrsatze mit «i, -er,, • • • bezeidiileiten Coefficienten 
sind die der Entwickelung 

1 1 
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FoilMMdif vbn Ttfd YISL 
BUttiti^aÜoii der rf&gt6is\önen. 



wovon' man sii^h durch Htiltiplicatiofi mit e^'^1 
zeugt; und da cti « ^^, 50 hat man: 






•••••••«• 



e^-1 



l.re5*+e-**T 1. - , h 



• • • • 



t /• 



iH-ath^ + a.h'+fteh' 



Da der letzte Ausdruclr durch Yertauschung von Ii mit — h picht geh- 
indert wird) so müssen in der Entwicidung die ungeraden Potenzen weg- 
fallen, also ist a« » 0/ ^s ^ 0> u. s. f. Multiplicirt man die .Gleichung 

I h Sotang ^ « 

Ab 

auf beiden Seiten mit-r-, nnd integrirt Toa fa-» iuBh >" lt> «»^ folgt: 

/2Sitt* 
Iog(-j 



/^•'' 



-;--2-+-f-+ — 



6 






Bekanntlich aber ist . v 



V ^ «ii«)«/ 






also ist 



• • • 



in inf.^ 



i ..h. H- 1 ..V 4«.». * .;. ■■ - f Ug(4 *g^.) 



daher ist 






und allgemein: 



■ '"'2*»' 



1 /, J^ 1 1 
S«Ä*V*'**2*"*"3* 4* 



• « • • , 



)• 



^ '' 2 *« (2ny^\ .2*^ 9*^ 



_4_ 



• • • • 1 



IM 



Vierte Abtkeiiiiiig: 



Tafel YDEL FotMMng. : 

Anwendungen der Allgemeinen Formel. 

» « » — — ^— — ^— — — ^— — — — — 

a), SummaUon der 'positiven ganzen Potenzen der ganzen Zablen,. 

(x und n positive ganze Zahlen.) 

- 



" X-* 



> 



2X A CsiA a%JL 

x(x-l) 



Ctn-lX. 



'I 



2x* = ^ x(« - l)(2x - 1). 



? 

X 



4 ,' 

ix'(x-l)V 



•Tf 



2x* - ^x(x-.l)(2x-lX3x»-3x-.l> 
2** ■• ^**(x rf-l)*(2x' -2;c- 1). 
. Vx« = Ax(x_i)(2x-l)(3x«.'^6x»-».3x + l). 



X.. i 

r 



? j 






» ^i(x-l)(2x-l)(5x«-15x»+5x«'+15x«-x»-9x-3). 
vv 

Jx»» ^x«(x-l)»(2x«-6x»^ + x» + gx« + x»-r:6x'-..3).; ' •. 



Jx?» ^ x(x - i)(2x -4)(3x»- 12x' + 8x« +18x»- lOx*- 24x*-i-2x» 
"^ -I-15X+5). 



■' — .■ »■ . . * . 

• • • 

Anm. Setzt man k es 1, «o ist nach dem Lehrsatze: 
d. h. schreibt man in dem vorstehenden Ansdmcke fflr 



<■'! 



» • ■ 

Statt jt, 1 — t, so geht er m Tn über. 



y ■ 



HK 
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^ 



Foctielittig Ton Tafel VIII. 

Snmmation der Progressionen. 
Anwendungen der allgemeinen Formel. 



b) Summation der Reihe .l*f«r 



1 

3 



1 
4 



x-1 



Es sei <,(x) - Iogx^5-g ^ «^K-tr'^«-2)l 



80 wird 



nach dem Lehrsatze 

2i - yW-vCD-C-DTnJT.at^ 



1. 



1 







(x+t) 



n+l • 



für 



v^ 



CD j QO 4 

-7 j und bemerkt! dass das erste der alsdann entstehenden Inte^ 

(x+t)"^' 

graie sich mit ^ 9(1 ) in eine Constante zusammenzieht, so folgt hieraus: 
%\ = 9W + C + (-l)"rti!T„Öt^— ^ = <)P(x) + C+R, 

wenn das znletst stehende Integral, welches den Rest ausdi^ückt, mit R 
bezeichnet wird. Für ein! gegebenes n. nfihert sich R :der NuK, .wentf x 



aehr gross wird, und man erhUt f ör x »> 00 




logx+ C , also 



C 8 — P(l)) nach T. in. Formel A. Mit Hälfe der obigen genauen Formel 
lässt sich C schon durch Anwendung eines sehr massigen Werthes von. x 
berechnen. Man findet für n a 4: 



" 1 



2^ - i^g-- 



. 2x 12x^ 



c4:JJ'a-t)'8t|^^j 



für n. 



^ t{ 



^*«'-fe-il? 



120x 



-4+C 



H/I'(l-t)'(f-t-D9t|^r^^: 



Aus diesen Formeln lässt sich der Betrag des Restes für ein gegebenes x, z. B. 
für X «a 10 oder x » 20> für welches die ^umme^— noch leicht, zu borech-. 



^x 



neu ist^ und mithin auch der durch Weglassiing des Restes bei der Bestimmung 
von C begangene Fehler beurtheilen. Den Werth von T'(\) s. T. VII. 



t«8 



Visirfft Alilkvihiiifi 



» » 



Anwendungen der al]gemrinea Forn^. 



2 



x+a 



'. 



/s r'(l-f-a) i> ' / V , /^ V 1 •, " 



2 






n+l* 



• 1 



f f f t n ( t P M rt 



c) f(x) a log(x + a). <]f(?) » (x-t-a)Iog(x + a) — X— .JIog(x+a) 



a. 



2 «4 



.•-i 



a (x -I- a)' 



• • • 



(-1) .V^,(n.-3)J-. 



(X + a)' 



■-2 



noch, wie im vorigen Beispiele, ^ - 



2log(x + 8) -= y(x) + C + R. fi =.(-ir'f (n-l)IT-9t T ,^' ^; . 
Diese Formel folgt aus der allgemeinen Summationsformel , wenn man 

1 •.•••..;:/:....• 

t;; in die Differenz der Summen 

^x+a-*-l) .. , r-- 

von 1 bis CO und von x bis oo zerlegt, und das aus dem ersten fheile 
0nU(tcAende lategral mil der Ck>nsUQten. vereinigt Aiteh hier mrd beigem 
gebtenem n lur ein sebr grosses x, R os imdt > - 

* : 2 log(x-*-a) s» (x4-»)log(x^a)-.x-*. Jlogi(x-*.a)^F^ (ftrxt=ob^ 
^0 «oph die Constanle «u finden ist. Kam hat ftr. x « 



Qo: 



2 Iog(x + a) = 2 ^^^^ + alogx — log:r(l-i-a), jtufolge der in J.Hl ^-i 

wiclieUen Elgens^afken der FiniütioilT; femer ist ii^r je; :a>oo^ (x + <() 
Iog(x + a) aa (x + a)Iogx-ha9 log(x-i-a) es logx; folglidi: 

y logx — logFCl -H a) = (x-i-J)Iogx-|.a— x-f-'O (für x *« o©),: 

oder, wenn man C + a + logFCl + a) ^ Q! sctit:, 

2 logx «B (x — J)logx — x + C (ter x «» oo). 

Die Constante G ist unabhängig von a. Um sie zu finden, benutze 
man den Werth von FQ«}^^, wonach: ' ^ 



J^ ^ l>2'3'4""2x^l'2x 
Yn ** (2'4-e'8--2x)» 



(2x)I1/x 



k2s 



2^-(x!y 



fiir (x 83 oo). 
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Fortsetzung Ton Tafel VIII. 

Summation der Progressionen. 
Anwendungen der allgemeinen Formel. 



Man hat, mit Anwendung der vorstehenden Formel fur^ logx ss log(x — 1)1, 

2« X * . 

— Jlog^r a 2logx-22logx-2xlog2-Jlogx-f-log2 = (2x-i)log2x 

-. 2x -f- C- (2x - l)logx + 2x - 2C'- 2xlog2 - Jlogx -f- log2, 
woraus nach geschehener Reduclion herrorgeht: C = 3log2n; folglich 
C as Jlog2;r — a — logr(l + a). Also ist: 

2log(x-f-a) = Jlog2;r — a — logr(l-f-a)-f-(x-f-a — J) log(x -f- a) — x 

x + a (x + a)"-^ ' 

oder, wenn man die Logarithmen wegschafft, und auf beiden Seiten den 

Factor x + a hinzufugt, so erhält man folgende Formel: 

(1-f- a)(2 -f- a)(3 -i- a) ••-• (x-f- a) 

l/ö^ 1 ! 1 (-i)"~*«^i(ii-3)! 

«p^T -(X+a) «e 12(x-f-a) 36ü(x-f-a)» ^ (x + a)— ^ -^ , 

WO R das oben angegebene Integral ist. Z. B. für n n 2 findet man: 

a(l + a)(2 -f- a)(3 -f- a) (x -i- a) 

« L£fl(x + a)^^-^*.e-^-*.e»^o 2 ^'t (i-hh-i)«. 
r(a) 

Daher für x es qo : 

a(l>i-a)(2-f-a)>>»-(x-f-a)e' |/2gg ^i^-H«« i/oT 



aBBBSSBSBBBSSiSSSSSBBB 

22 



• • 1 






' I < • 



f. 



. " 



'» .*. 



mtamm 



Fünfte Abtheüung. 



• » 



Elllptisclie Fnactlonen. 

■ • • • 

(Nach Legendre, Traite des foBctions ellipUques etc., tomeL 

Paris, 1825.) 



• I 



mmSmm 
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Fünfte Abtheilung. 



Tafel L 



(Ph ßi Ti S^ B reelle Zahlen werthe.) 



Verwandlang von 



9x .-^ 
in 



9y 



]/X }/A+By^+Cy** 



Es seien a, b, c, d die vier, als ungleich vorausgesetzten, Wurzeln der 
Gleichuug X = 0, und zwar sei, wenn alle vier Wurzeln reell sind, a>b>c>d; 
wenn aber nicht alle Wurzeln reell sind, so verliehe man unter a und b 
zwei zusammengehörige imaginäre Wurzeln. Man bestimme die Grössen p 
und q aus den Gleichungen: 

P + q ^ ab--cd YP""^V - (a-c)(a-d)(b-c)(b-d) 

2 a + b^c— d ' V 2 / "" ''»--** -^^^ 

p-f-qy 



(a-i-b-c-d)^ 



und setze: 



so wird 



und 



X s 



X » 



8x 



1-f-y 

(1 + y)* 
(q-p)8Y 

}/A + By>+Cy* 



dx 



d. h. durch diese Substitution verwandelt sich der Ausdruck -y- in einen 

ähnlichen, welchem die ungeraden Potenzen der veränderlichen Grösse 
fehlen. 



ADmerkungl. Fürp,q,A, B, C werden nach dieser Regel stete reelle Werthe 
gefanden, die auch endlich sind, wenn nicht a-f-bssc-f-düL Wenn aber 
a-f-b = c+d aa 2ni ist, so ist 

X fi= «(x— a)(x— b)(x— c)(x— d) = «(x«— 2mx-f-ab) (x»— 2mx-f-cd); 
setzt man daher x— m ^ y, so wird die verlangte Verwandlung sofort ^halten durch 
die Formel: 

VX Vi (y>-|-ab— ra»)(y*-Hcd — m«) ' 
A n m e r k n n g 2. Die obige Substitution x =s L±J? |gt auch noch anwendbar, wenn X 

1 "T" y 

nur auf den dritten Grad steigt, also e s= ist. Setzt man für diesen Fall in den obigen 
Ausdrücken d =s QO, so kommt q + ps=2c, q^pss 2V(a— c)(b— c) == 2k nnd 

8x ^ 2Vk8y 

V X l/(r(m + ny>)(y>— 1) ' 
wo m = (c— a — k)(c — b — k) und n ss (c — a + k)(c — b-f-k). 



■■p 



^i^"Hn 
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(A, B, C reefle Zahlenwerthe.) 



Tafel n. 



fix 

Verwandlung von rr- in 



V 



yx Vi -c* Sin 9^ 

achter Bmch ist. 



, wo der Modul c ein positiver, 



Man zerlege X in reelle Factoren zweiten Grades; es sei 
X = ±7'*(l=fca*x')(l=t/S*x^), a, /?, y reelle Constanlen; femer sei 
a' >ß^j und es werde ß «a ka, äx «a y gelsetzt; so wird k'< 1 und 



8x 



8y 



VX arVzh (1 ±y»)Cl ± kV) * 
Es ergeben sich daher folgende Fälle, in welchea dio gesuchte Ver- 
wandlung auf die beigefügte Weise erhalten wird: 

Öx dy 






1) 



2) 



3) 



4) 



5) 



6) 



7) 



V(l -I- x»)(l -h k*x*j Vi -c' Sin 9)»' 

8x — yl^x'.Qy 

V(l-x')(l-t-k*x*) " Vi -c» Sin 9»»* 

8x c8y 

V(x*-l)(H-k*x*) *" Vl^c'Siny»' 

8x — c8y 

V(l + x*)(l - k*x*) *" V'l-c'Siny»' 

dx Vi— c*-8 y 

V(l-t-x»)(li»x*-l) ~ Vl-c»Siny«' 

öx öy 

V(l-x»)(l-Ii»x'") "" Vl-c»sin^ * 

8x 8y 

^(x» - 1)(1 -It'x') *" Vi -C Sin 9» 



= Vr^ , X =» Tangy. 



r= . X 



1 

yi+F 
1 



Vi+k 



• > 



C SS 



k 



yi-Hk' 



X SS 



X aas 



Cos 9?. 
1 

CoSqp' 

Cosy 

TT"; 
1 

kCos^) * 



rx a=s Sinqp, wennx*<l. 
c = k,| ) 4 

kSmcjp' k 



. c:^}/r^, . 



Siny» -H ^ Cos <j^* « L.g25L\ 



AnmerkuDg. Dieie Subdtilutionei» setzen Obenrll Bar solche Werthe von z vorani^ 
för welche die QuadratWoreel auf der linken Seite reell bleibt. Die Annahme anderer 
V^rthe von x würde, na<$h VTeglasgang des alsdann auftretenden Factors )/-^ l, nur Ton 
einer dieser Formen auf die andere fahren. — 
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Finfte Abthdilaiig. 



Ttfdl m. 



Vl-;c»Slii^ W /i. 




Reduction elliptischer Integrale. 



ß 



^^!5^-Z^. (Leg. p. 11.) 
Reductionfiformel: 



Durch diese Formel werden die mit Zr^^ bezeichneten Integrale, in 
welchen k eine beliebige , positive oder negative, ganze Zahl bezeichnet, 

;„ d. L auf/I^ nnd " f^^^^V zurfickgetührt. 
Für k =s 1 erhält man: "^ ,J 



sammtHch auf Z. and Z, 



/ii§3"- «f-^^-^P«^- 






h 



9<p 



n,. 



(2k-2)(l+^^^ "' 



nSiny«/Ä 

Reductionsformel: 

2(H-c»)^3cn„ 



^,)z7i-(2k-3)[l 



(2k - 4)(i±^ + ^)/I,_, - (2k-5)^ni^ 



ASin()pCos<)p 



.k-l 



■3 (14- n Sin 9)7 
Durch diesp Formel werden die Integrale ü^, in wel<£^ k eine posi- 



tive gsBXe Zahl i)ezei(äiQet, sämmtUdi auf 



znrückgefShrt. Man Sodet ,z.B. für k «i 2 



, lZ_i 






oA . l\/'4^ «*\rr r* 2(1+ c*) 3c»-|„ c» ^ÄSinyCosiff 



, Als besondere Falle ergeben sich für n 
gende Formeln: 



nSin^p' 
-* 1 und f ur n s ^ c* fol 



MmSaS 



mm 



as 



I 



Alpfiselie TmiGdcmen. 



17S 



B^B 



Vj-c*Siii<^» t«.A. 



FortseUang von «Tafel II£ 



^•e\f ■ 'f. 






Reduction elliptischer Integral«/ 



»! ' :''Ij ;üib..L'.'i 



1) n « -1. 
(2k 



I l . 



-»«-"^/s;^=«'^«'-'"irä^ ■ 



Cos 9,'*-^ 



z. B. für k s= 2t (1 
2) n =» - c«. 



2k-5)c*/— -^ 

^ Cosqp 



(a-3)(. -i)/^ - ek- 4,(. _|)/^.?^/- 



8y 



gilt y Cos y 



Für k 



^ ■ - ?)/-^ * hß"^ - ^*=^- «^" "'" 



/^"^-f^-n-'ß 



Sm y*8y 



V* ~ c«|f A' ■** c^~Ä~ J A " Ä 
Bezeichnet also eine rationale Function von Siny^, so wird das In- 



tegral f- 



Q&q> 



mit Hülfe vorstehender Formeln, und nach Weglasi^g 



seines algebraischen oder logarithmischen Thefles, auf Integrale folgender 
drei Formen zurückgeführt, nämlich: 

Öy f Oqp 






■/. 



BSiny>')A' 



Der Cocfficient n im dritten Integrale heisst der Parameter. 



SHB 



■^^ 
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Tafel lY. 



Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung des Parameters. 



1. Lehrsatz. Wenn der Parametern reel, und sein positiver Werth 
grösser ist als c, so kann man ihn auf einen andern zurückführen , dessen 
positiver Werth kleiner ist als c (Leg. p. 680 

Beweis! Man setze (l-f-n)MH — j « a und — -^^ = p« Ent- 
wickelt man aus diesen Ausdrücken den Werth von •; — ^— = und zerlegt 

1 H- ay ^ 

denselben in einfache Bräche, so kömmt: 

1 + ap^ A(l + nSin(;p^'^l^£'Sj„^, ^) 

wo die Integration nach p sich sofort ausführen lässt, nach deren Vollzug 
für p sein Werth — -~^ einzusetzen ist. Wenn nun n, abgesehen vom 

Vorzeichen, grösser war also, so ist—, abgesehen vom Vorzeichen, kleiner 
als c; mithin wird durch vorstehende Formel die Reduction bewirkt 

Anmerkiing. FOr n «s c und n as -^c findet man auf dem yorstehend angedea- 
teten Wege folgende Reduclionen :' 



(l-f-c)Tangy 
A 



r_ör =^1 /:^^_l_AraTang(i^ 

^(1 — cSm/jP')A 2^ A 2(l-c) * A 

2. Lehrsatz. Wenn der Parameter n nicht reell ist, so lässt sich 

das Integral Ij-r-, S — srr auf zwei ähnliche Integrale mit reellen Pa- 

^(l-f-nSinqp*)A ® 9 

rametern zurückfuhren. (Leg» p. 143-) 

Beweis. Man setze p s r; 5L^ — x_-. so wird: 

(1 -f- zSmqp^)A 



mtmmmßmm 
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ForUetzoD^ yon TaFel IV. 



Vl-CSiiKp^ = A. 



Reduotion elliptischer Integrale durch Verwandlung des Parameters. 



öp 



Ö<)P l-(2+z)Sinr/^» + (l+2z)c^Siny^-zc^Siny< 



iH-kp^ A (1 -H z Sin 9')* (1 - c^ Sin Vp) -h k Sin (f\i - Sin^^) ' ^^^ 

In diesen Ausdrücken sind z und k unbestimmte Constanten« Man denke 
sich den vorstehenden Nenner in drei Factoren zerlegt, und setze demnach, 
einstweilen x für Sinep schreibend, 

(i + zx')*(l-cV) + kxHl-x«) = (l-Hnx»)(l+n'x^(l-^mx«), 

so erhält man durch Vergleichung der höchsten Potenzen von x auf beiden 

Seiten: nn'm sbs »q^z^ Ferner, indem man x s 1 und dann x ss -ein- 

c 

setzt, und }/l— c' mit b bezeichnet: 

r 

(H-nXH-nOd+m) « b»(l+z)» , (c»-+-n)(c»+n')(c»+m) = -.kb»o». 

Sind nun n und n' gegeben, so kann man aus diesen drei Gleichungen m, 
k und z bestimmen. Man findet für z die Gleichung: 



1 =» 



c*z» 



und hieraus 



b'd+z)« 

nn''^(l + n)a-»-n') 



ferner 



- b* =fc|/(l + i)(l + i;)(c«+ n)(c'+ n^ 
~~ b«+c«(l+i)(l+i;) 



m = — 



cV 
nn' 



- (c^+n)(c»+nO(c«+ m) 
b'c» 



Es sei nun, v als positiv vorausgesetzt, 

n «= v'Cosi9--i-iSini9^) und n' « v(Cos*-iSini?^), 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung in z nothwendig reell und 
ungleich. Man bezeichne sie mit z^ und z, , und die entsprechenden 



23 
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Fünfte Abtheilnng. 



Tafel IV. FoTttetinng. 



}/l_c'Sin^^ « A. 



Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung des 

Parameters. 



A Lz 1 -1- nSiny« l-f- n'Siny* 1-i-mSin^U' 



1 



Werlhe von m und k mit nii, m,, k|, k,. Zerlegt man nun den obigen 

Ausdrack (|) in einfache Brüche, so kommt: 

8p ' »^ri A A' B 

l-f-kp»"" 

wo A « 

A« 

B z 



n' 



(2 + z)n*-i-(l + 2z)c*n-i-ac* 



n(n — n')(n — m) ' 

n^"+(2 + z)n^'+ (1 + 2z)c^n^+ zc^ 
n'(ii'-. n)(n'~ m) ' 

ra' -4- (2+z)ra* -I- (1 -f- 2z)c'm -+- zc* 



m(m — n)(m — n') 

In der vorstehenden Formel sind ffir z, m, k sowohl die Werlhe Zi, 
n>i, kl, als Zj, m,, k, einzusetzen, wodurch zwei Gleichungen entstehen, 
durch welche, wie man sieht, die Integrale 



f 8y 



und 



f 8<P 



')A — ja + n'Sin7;»)A 

beide zugleich auf elliptische Integrale mit reellen Parametern m| und m, 
zurückgeführt werden. Eliminirt man aus beiden das Integral mit dem- Pa~ 
rameler n', so ergiebt sich ein Ausdruck von folgender Gestalt: 

J(l-»-nSin<p»)A ■" [/(l+m,Sin9»)A ^(i-f-m,Sin9>')A 



n/-^ 



)A 



wo J der logarithmische Theil des Integrals ist. 

Auf diese Weise hat Legendre die Rcduction des complexen Para- 
meters n as i/(Cosd' + iSin<9') auf die reellen Parameter m| und m, be- 
werkstelligt. 



K 



Elliptische Functionen. 179 



Tafel Y. 



Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung 

des Moduls. 



Bezeichnungen: J^l — c^Sin^)* = A (c,qf) , Fl — c* » b. 

(b Compleinent des Hodub.) 



Setzt man c' — -r-^ — und Sino^' «= ^ — — ^ 

so kommt ■ . . f ,^ «■ (1 -i- c) . . ^ > , 

durch welche Formel eine elliptische Function mit dem Modul c' auf eine 
andere vom Modul c zurückgeführt wird. 

Aus der Formel für Sinqp' findet man noch: 

'^ l+cSiny» ' "v«'»y>' i + cSmy.*' 

-,. „ , 2(1 -I- c)Sin< iP Cogy A(c>y) 

c+Cos2«)p' - (1+c) ^(Tiiysta^Y 

., 1-c ^ 1-b' 

» 

Da 2 >1 + 0, so ist c'>|/c; also wird durch die Verwandlung von 
c' in c der Modul der Null genähert; durch die umgekehrte Verwandlung 
von c in c^ wird der Modul der Einheit genähert. Auf diese Weise lässt 
sich aus einem gegebenen Modul durch wiederholte Verwandlung eine Reihe 
der steigenden und eine Reihe der fallenden Moduln herleiten; beide nä- 
hern sich sehr schnell ihren Grenzen 1 und 0. 



23* 
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Fünfte Abthailung. 



Tafel VI. 

Addition elliptischer Integrale von gleichem Modul. 

Vi^c'Sinq)^ = A(p , 1^1- c^ Sin 1/;^ = At//. 



Lehrsatz. Das Integral der Differentialgleichung -a^+-t^ « ist 

in folgender Gleichung enthalten: 

Sin<y/Cost/;Av^-f-Sint/; Cos(]pAy _ p 

l-c^Sinc^^Sin^^;^^ ^^"^*" 

Beweis. Man bezeichne den vorstehenden Ausdruck linkerhfoid mitu^ 

seinen Zähler mit A, seinen Nenner mit B, so ist 

A 
u a g; oderlogu c» logA— logB. 

Von dieser Gleichung nehme man die partielle Ableitung nach tp^ so kommt; 

1 9u JP^ 

u'bcp ^ Ay ' 
wo P folgenden Ausdruck vorstellt: 

P Cosy Cosy/AyAv^— (1— c^)SinySihvi 

A 
2 c^ Sin (p Cos q> Sin xfj Cos rp 



AB 



(Slnqp SinV'Ay Av^ — CosrpCostfj). 



Bemerkt man nun, dass P eine symmetrische Function von (p und t//, 
so folgt, dass auch 

1 8u P^ 

u ' dxp "" Av 
sein muss; mithin ist 

du 



VAqp Aw* 



u \Aqp ÜV^ 

Da aber u = Const., oder du =s 0, so folgt 

-r^ -f- -7-^ = ; w. z. b. w. 
Aqp Av 

Soll f ür <)p SS 9 ip ^ ft werden, so wird Const s Sinfi; die hie- 
durch entstehende algebraische Gleichung zwischen den trigonometrischen 
Functionen von tp^ \j)j ^i vertritt die Stelle der transscendenten Gleichung; 



8y I 8i// _ I 8/tt 
.. Ay Vn AV 4 Aa^ 



w 
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FoTtoetznng Ton Tufel VI. 

Addition elliptischer Integrale von gleichem Modul. 

Es ergeben sich daher folgende Relationen zwichen 9^, xp und fi* 

^. SinyCosy/Av^-l-Sini/^CosyAy 

^^^ * l-c^Siny«Sinv^» . ' 



Cos/i 



A^ « 



CosyCosy/^Siny Sint/zA^Ay/ . 
1 — c'Sinr/)*Sin^« * 

A<pA^^ — c^Sinfjf'SinV/CosqpCosi// ^ 
l-c'Siny'Sint/;« ' 



Tanirit « TangyAv^-f-TangtftAy ^ 
*^^ 1 — Tang(p Tangt//A<)p Av^ * 



Ist insbesondere 9 



1// , oder 

9 



Ij Acp 'T^ 



8^ 

A/et 



so hat man für die Verdoppelung der elliptischen Functionen: 

2Sin()pCos<)pA<3P 



Sin fi 



Cos fi 



Aitt 



Tang/i 



l-c«Siny* 

Cosy»— Siny^Ay* 
1 — c^Siny* 

Ay^ — c^Siny^Cosy' 
1— c'Siny* 



2Tang<;pA<jP 



l—Tangy^AqP 



s • 



TangJ^ SS Tangy-A?* 



■sa 
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Fanfte Abtheildilflr. 



Tafel YII. 

Rednction elliptischer lAtegrale 
durch Verwandlang des Moduls verbunden mit Verdoppelung. 



1-b 



Bezeichnungen, c Modul, b =a Vi— c^ , c, = - — r 

1-1- D ' 

vr^^ , c, = i^ , b. = ^^r=i?,-... 

die Reihe 



bi 



C, Ci, Cj, Ca, •• 

ihrer Complemente. 
Man hat auch: 



l4-b, 
die Reihe der faUenden Moduln; b, b^, b«, 



• . • • 



s 



2l^c, 



» «I 






2V< 



1+c, 



'•»'fT^'^^ 



1-f-c,' 



• « • 



Lehrsatz. Berechnet man für einen gegebenen Werlh von q> den 
Werth von (fi aus der Gleichung; 

TangCyi — qp) = b Tangip 



so ist 



•/Vl-c'Sina« *" H-bJl/ 



Anmerkong. Bei diesev Berecbnaog nnss der Werth Ton q>i so genommen wer- 
den, dass er mit 9 zugleich, von NnU anfangend, stetig wfiehst. Ist also Tang/?^ bTang«, 
wo O'^tt'^jr » O'^ß'^n, und 9 ss n^i-f-a, so ist auch f>, — 9 ss nn-f-/?; also 
9)| ^ 2nn-i-a-f-/?. 

Beweis. Setzt man Siny ^ d+cOSint/; 



so wird nach Tafel V. 

•9 



l+C|Sin^ 



,9 » 



J Kr::^sii^"^^"*"'''iip 



v^ 



Ör/; 



Kl — c'öinr;) 
Setzt man ferner 
so wird nach Tafel VI. (am Ende) 



]/l-Ci*Sini/;** 



Tang |qpi = Tang y^ • Kl - C|* Sin ip^ , 



cZ l/l-c.'Sinip» 2j 



Durch Verbindung beider Substitutionen folgt: 



Elliptische Fanctionen. 183 



Forts«ttnnf von Tafel VIL 

Redaction elliptischer Integrale 
durch Verwandlung des Moduls verbunden mit Verdoppelung. 

1 

/ 8y ^ 1-1- Ct I 8y 

Vl^c^Sin,)«" 2 4 yi-Ci^Siny*' 

und zugleich —^ = j-^ . 

Die dieser Gleichung entsprechende zusammengesetzte Substitution erhält 
man durch Elimination von xp aus den beiden vorigen Gleichungen. Man 

findet nach Tafel V., wenn V'l— Ci^Sini/;* mit A(ci, V) hezeichnet wird: 

(l-l-c,)Sin2V/A(C|, V) 



SinZq) 



«\« 



(H-CiSini/;») 



c, + Cos29> = (1+c.) (t^e.Sinv/y ' 

und nach Tafel VI. 

Sin2VfA(cMt/;) Co8V;'^Sini/;^A(cStfty 
^*°'''» "^ l-c^Sinv/* ' ^'''^^ TT^^TsSTv?^ • 

Vergleicht man diese Werthe mit einander , so folgt: 

(ci-f-Cos2<]p)Sinyi «= Sin29Cosqri , oder Sin(2qp — ^i) « CiSinf^i 
und hieraus durch Umstellung 

Tang<y4 — yX» bTangy , w. z. b. w. 

Durch wiederholte Anwendung dieser Substitution wird der Modul c 
^ehr schnell der Null genähert und dadurch der Werth des Integrals 

9 . 



I 



dq> 



{ Vl-c^Siny«' 

mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit erhalten. Berechnet man näm- 
lich die Reihe der fallenden Moduln bis c., und die Werthe von ^i, tptj"* 
bis (fn aus den Gleichungen: 

Tang(qni — y) «= b Tang^ , Tang(^, — ^i)» bi Tang tpi u. s. f., 




msaasBssssssssBsssa^B^^aaKm 
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ÜMiel VII. FortaetxQDg. 

Bfeduction elliptischer Integi'ald 
durch Verwandlung des Moduls verbunden mit Verdoppelung« 



so ist, wenn man das Quadrat des sehr kleinen 'Moduls c^ vernachlässigt, 

9, 



„ Kl-cJSin^ ''' 



^ yi-c»Sin<p* " (H-b)(l+bO(l-|.bO (l+b„>i)' 

Bedient man sich dagegen der Reihe der steigenden Moduln^ nämlich 
c' = ^^ , c'' = ^j^, u.s.f., wobei b' « j/TIF* , b" = j/i^^... 

so ergeben sich f^\ q/* u.s. f. aus den Gleichungen: 

Sin(29'— g) « cSingp, 
S{n{2cp"--q/) = c'Siny', u.s.f.; 
und dieselben geben: 

9 /*¥ 



/9 nv 

-=ii= « (1 + b') I ■ ^=Js== 
Vl-c^Sin^« 4 Vi -c'» Sing)« 



d+b'Kl+b")/ r7=^=U.S.f. 

^ Vl-c"*Smn,« 



2 2 

Wenn nun der Modul c** der Einheit nahe genug ist, um 1 — c"" » b*" 



vernachlässigen zu können, so findet sich angenähert: 



'i 



n _B 

und jf 9V_^ ^ (l+b'Xl+b"Xl + b"') 



a+b>gTv^(^+|.). 
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Tafel Vm. 



RedücMoh : des ällgeaeiaeh ellipttsjehd>n.iritegkalt 



t r 

• ■ * 

b = ^i-c» , 



Vl-c»Öin'.y7'. 

• t ■ ^ • ^ 

*• 1 



''Ä(Ci,qPi). 



') • • 



• • • 



TT 



^Dieses Integral, in welchem A und B beliebige Conslanlen sind, um- 
Tasst die Tafel lli: aufgezählten drei Arten det ^h'ptische!h Functionen. 

Man berechne qri aus der Gleichung Tang((]Pi — 9)) es bTang<p, so 
Mird nach Tafel VII. 



• 



■ SKi) 2 ■ Ä(c.,y,) 



• - - • 

Zugidch giebt die vorstehende Gleichung zwischen (pi und 9 für Sin^^ 
folgenden ,Werth: 

Sincp* = J(l +CjSm(3Pi'— A(Ci,yi)Cos9&,). 

Durch Einsetzung dieser Ausdrücke Verwandelt sich H in eine elliptische 
Function mit dem Modul Ci, nämlich: 

' „ _ 1 + «i/h »B f ' Cosqp8y \ 

"- 2 V '"r+TS^ l-i-n,Sin.fV' 

wo Hl ein neues Integral ist, nimlich: 



"J V ' 1+"! Sin W A(ct , 9>) ' 



und Ui 



n(n + c») A _A^ «^ B =iR-£-: 

(l + b)»(l+n) ' ' ~ ^:*"l+».' "' *"(l+b)»(l 



2n + rf 



n) 



« • 



■■ 



M 



18« 



Fünfte Abtheilifiig. 



FortseüBung von Tafel VIII. 

Hedaction des allgemeinen elliptisclien Inlisgrals 






Nach Tafel IV. kann man immer annehmen, dass n ree) ist nnd zwi- 



sehen — c und +c liegt. Eine Folge hievon ist, da$s 



n 



— 1 und + 1 , und dass mithin um so mehr 

niC c n-f-c' c 

nc, * 



n 



Ci(l-#-b)» 1 



n 



1-b^ 1 



n 



c(l + n) 



c-*-cn 



zwischen 



n, 



ein ächter Bruch, oder ^^ abgesehen vom Vorzeichen, kleiner als - ist 

Folglich wird durch diese Transformation mH dem Modul zugleich auch 
der Parameter der Null näher gebracht. Und zwar nähert sidi die Reäe 
der fallenden Parametern, Ui, n,,**** noch schneller der Null, als die Reihe 
der fallenden Moduln c, Ci, c,,**-*, da jedes Glied der ersteren kleiner ist, 
als das entsprechende der andern. 

Durch wiederholte Anwendung dieser Substitution lässt sich der Zahlen- 
werth von H mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit finden. 
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